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RESUMEN

El problema de resolver la ecuacion de Ricatti algebraica a
tiempo discreto, asociada a los sistemas lineales con costo
cuadrético, que surge en la determinacion de la politica Optima
en Procesos de Control de Markov (PCMs) Descontados, se
complica para dimensiones mayores que 1. Aqui se propone,
por medio de un agoritmo, estimar la politica éptima en PCMs
Descontados, sin tener que recurrir ala solucién de la ecuacion
de Ricatti. Se presentan los resultados que garantizan la
convergencia de tal algoritmo.

Palabras Claves. Procesos de Control de Markov Descontados,
Horizonte de Prondstico, Ecuacién de Ricatti, Ecuacion de
Programacién Dinamica, Iteracién de Vaores, Modelo Lineal
con Costo Cuadrético.

1. INTRODUCCION.
Los sistemas lineales con costo cuadrético son comunes en la
teoria de control automatico de un movimiento o de un proceso
(ver[1, 9)).
El modelo que consideramos en el presente trabajo es €l modelo
estudiado en [2], con la diferencia que aqui consideramos €l
caso estacionario. En [2] se resuelve € problema de control de
Markov de horizonte infinito, mostrando la existencia de una
solucién. El problema de dicha solucion radica en que se
presenta por medio de una relacion matricial, que involucra la
solucion de la Ilamada ecuacion de Ricatti, que en dimensiones
superiores no es simple su solucion.
El algoritmo que proponemos (ver [3]), nos aproxima tal
solucion por medio dela politica 6ptima del problema truncado,
es decir, de horizonte finito. El algoritmo nos permite estimar la
politica 6ptima de un Proceso de Control de Markov (PCM)
Descontado, a tiempo discreto, estacionario y de horizonte
infinito. Esta politica optima se aproxima por las politicas
Optimas de los problemas correspondientes de horizonte finito.
El problema de horizonte finito permite hacer célculos
computacionales simplesy obtener una solucién.
Previamente hemos abordado el concepto de Horizonte de
Prondstico (HP), (ver [5, 6]). S ha presentado un resultado que
garantiza la existencia del HP, para ciertos modelos (ver [5]) vy
se ha dado una revisién de todos los resultados de HP en
sistemas de inventarios controlados (ver [6]). La estimacion de
la politica 6ptima de un PCM descontado permite dar una
estimacion del HP en PCM s descontados.
El trabajo se organiza de la siguiente manera. En la Secdén 2 se
proporciona la teoria de los sistemas lineales con costo
cuadrético. En la Seccion 3 se propone un problema equivalente
compactificando el conjunto de controles, en la Seccion 4 se
proporciona la estimacion de la politica Optima y finalmente se
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presenta un ejemplo numéico de un modelo lineal con costo
cuadrético.

2. SISTEMASLINEALESCON COSTO
CUADRATICO.

En esta seccion presentamos el problema en e que estamos
interesados, es unaversion estacionaria del modelo estudiado en
[2]. Damos la teoria basica, de la misma maneraque en[3, 4, 5,
6, 7, 8, mnsideremos un modelo de Control estandar, (X, A,
{A(X):{ X}, F,0), (ver[5,6]), e cua consiste de un espacio de
estados X, de un espacio de acciones o controles A, de un
conjunto de controles admisibles A(x), de unadinamicaF y una
funcidn de costo ¢ X" A® IR. En este modelo se supone que X=
A= A(x), paracadax X.

Para e presente trabgjo, es suficiente suponer que Xy A son
subconjuntos, no vacios, de espacios euclidianosy que ¢ es una
funcién medible definidaen X A F: X" A" S® X, es una funciéon
medible, donde S es también un subconjunto, no vacio, de
espacios euclidianos. Aqui F se interpreta como la dindmica
siguiente a tiempo discreto:

X +1 = Bx; +Dag +w;, t=0L.. (1)

donde, paracadat, x;1 X denotael estado del sistema, a;1 A
es e control correspondiente, w representa el ruido o

perturbacion aleatoria con valores en Sy B, D son matrices
dadas de dimension adecuada. La funcion de costo cuadrético
de un paso se define como:

c(x a) = x®Qx+ aRa, @)

donde Q y R son matrices simétricas dadas de dimensiones
adecuadas, Q semidefinida positiva, R definida positiva, xT X,
al A ydonde*“ " " representa la transpuesta de la matriz. A

este modelo le llamaremos el modelo general.
Denotemos por IF el conjunto de selectores medibles:

IF ={f:X ® Alf esmedibley f(x)T A(x)"x}.

Una Politica Markoviana se define como una sucesion
p:{ft}io tal que f,T IF ,paratodot. Si f,° f1 IF ,paa

todo t, diremos que p es una Politica Estacionaria. Por
convencion, identificaremos a IF con e conjunto de politicas
estacionarias. Sea P @ conjunto de todas las paliticas.

El objetivo es minimizar el costo total descontado esperado, €
cual se define a continuacion.
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S la politica usada es pl P, dado e estado inicid x, el costo
total descontado esperado se define por

Vl,x)=EP Aa'cl,a) NEY. ®
t=0

Donde, N es €l horizonte del problema, {xt} y{at} denotan las
sucesiones de estados y controles respectivamente, a T (01) es

el factor de deseuento y EP es e operador esperanza con

respecto a la medida de probabilidad PXP inducida por el par
(p.x).

El problema de control Optimo consiste en encontrar una
politicap* tal que V (p*,x)=V*(x), paratodoxi X, donde

V*(x):;inLV(o,x), xI X. 4

En este caso, se dice que p* es unapolitica éptimay que V* es
la funcién de valores 6ptimos. Existen diversas metodologias
para resolver este problema, por eemplo, Programacion
Dinamicae Iteracion de Valores, (ver [7, 8]).

Para el problema lineal con costo cuadrético, se tienen los
siguientes resultados, adaptados a caso estacionario
considerado aqui (ver [2]). La ley de control éptimo para
cualquier k tiene laforma:

fie () = Lix, (5)
donde las matrices L estén dadas por la ecuacion:
L =-a (a B&,1B+ R "BK A, ©)

y donde las matrices simétricas, semidefinidas positivas Ky
estan dadas por

KO :Q ) (7)

- 2 -lg. ©
Kie41= A@ Ky -2 KkB(a B(KkB+R) B¢<k;_;A+Q-
®)

La ecuacion anterior se llama la ecuacion de Ricatti a tiempo
discreto.

En el presente contexto estacionario, es decir, en donde A, B, Q,
R son constantes en cada etapa, |a solucion K, converge cuando
k ® +¥ aunasolucion K que satisface la ecuacion de Ricatti
algebraica:

K=AGK - a2KBfa BKB +R)° lBKgA+Q. ©)

Es posible demostrar que cada f; de (5) son distintas entre si y
que @ limite de ellas, denotado por f*, también es distinto a
cadaunadeellas.

Laley de control éptima para el problema infinito estadada por
larelacion siguiente:

f*(x)=Lx (10)
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donde la matriz L esté dada por:
L=-a(aBKB+R) 'BKA (12)

Obsérvese que h ecuacion (9) en una dimension, es facil
resolverla, pero en dimensiones superiores se complica la
solucién. Ademas, las funciones de iteracion de valores estan
dadas por:

Vi (%) = X x + k;;ila MEwK W], (12)
m=0

y lafuncién de valores 6ptimos es:

a

E[ww] . (13)
-a

V*(x)=x¢<x+1

3. UN PROBLEMA EQUIVALENTE.
El agoritmo que se propone requiere de una tasa de
convergencia de las funciones de iteraciones de valor a la
funcion de valor, para proponerla seguimos [8], en donde las
hip6tesis que se consideran son las siguientes:

HIPOTESIS (H1).

Paracualquier xi X :

a  El conjunto de controles permitidos A(X) es compacto.
b.  c(%¥ esno-negativo, semicontinuo inferiormente

c. Lafuncion

ugx a) = au(y)Q(ayx.a),
es continua en afl A(x) paa cuaquier funcion
ul 1B(X), donde 1B(X) denota el espacio de Banach de
funciones u sobre X, real valuadas medibles y acotadas,
con lanorma del supremo |u] = suplu(x] -
X

d. Existepl P,taqueV(p,x)<+¥, "xI X.

HIPOTESIS (H2)
Existen constantes no negativas T y b, con
1£b£l/a
y una funcién de peso W 3 1 sobre X tal que para cuaquier
estado xI X:

a f(ﬁc(x,aﬂ £cW(x);

b. ;s\l(Jp)na/v(y)Q( x.a)£ b W(x).

Para que nuestro modelo satisfaga las hipétesis anteriores
necesitamos modificarlo de manera que los conjuntos de
controles admisibles A(X) sean compactos.

Consideremos, de nuevo, un modelo lineal con costo cuadrético
como € definido en la Seccion anterior, es decir, un modelo de
Control estandar, (X, A, {AX):xI X}, F, 9, (ver [7, §), tal que
X es el espacio de estados, A es el espacio de acciones. La
dinamica se dencta por F y lafuncion de costo por ¢: X" A® IR.
Como antes, suponemos que X y A son subconjuntos
euclidianos, no vacios, que ladindmicaes:

VOLUMEN 2 - NUMERO 1 89



Xt+1 = Bx¢ + Da +w;, t=01... (14)

donde, para cada t, X1 X, al A, W, Sy B, Dson

matrices dadas de dimension adecuada.
Lafuncion de costo cuadrético de un paso se define como:

c(x a) = x®Qx+ aRa (15)

donde Q y R son matrices dadas de dimensién adecuada y
xI X, al A.

Ahora, consideramos a conjunto de restricciones compacto,
como seindica en las siguientes hipoétesis.

HIPOTESIS (H3).

a Suponemos que los vectores aeatorios w, t=0, 1, ... son
independientes e idénticamente distribuidos con valores en S
con funcion de densidad conjunta continua dada por D, con
media cero y matriz de varianzas y covarianzas con entradas
cero fuera de la diagona principal, @n varianza comun para
cadavariable dleatoriaigual a s 2

b. El conjunto de restricciones se define, para cada x X,
como:

Alx)={ai A [ £]us}. (16)

donde | >1 , representala normadel espacio correspondientey U
eslacotadadaen € Lema 2 (ver abgjo).

A este modelo lo llamaremos € modelo con restricciones.
Demostraremos que este nuevo modelo linea con costo
cuadrético satisface las hipotesis H1y H2.

LEMA 1.
Supéngase que € modelo con restricciones satisface H3.
Entonces, también satisface H1y H2.

Demostracion.
Obsérvese que ay b de H1 son inmediatas probaremos H1c.

Demostraremos que Q(1<x a)x1 X,al A(x), inducido por (1)
es continuo. Sea B un elemento de la s-algebra de Borel de X,
x1 X,al A(x).Entonces

Q(Bx a)= o--0l 5(Bx+ Da+s)D(s)ds
= oé-oD(I - (Bx+Da))d,

donde la dltima igualdad se debe a Teorema de Cambio de
Varidblesy ds= (dsl,'--,dsq) , S nesladimension, lo mismo
vde paa d. Por la hipliesis H3 se sigue que
D (Bx + Da)) es continuaen (x,a) . Entonces, por el Ejemplo
C.6 dd Apéndice C de [7], obtenemos que Q es fuertemente
continuo.

Para probar que cumple H2, supongamos por simplicidad que B,
Dy Q sonmatricesdedimension n” n y quelamatrizRtiene
dimensiéon m”~ m. Ahora, definamos |as siguientes expresiones:
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| = max{a;[LEi £ ] £nf,
|R=max{rei£j£m,
|8 = max{p Lei £ j £n},
|D| = max{d;L£i £ j £},

c= gxﬁ , X:(le"'7xn)-
k=1

Entonces, definiendo
t=1
W(x)= |‘Q|n2 +Hm2Jc

b= nSQB|+|D|)2 ,

o i LR

se demuestra que se satisface H2. y

Ahora, demostramos que € modelo con restricciones tiene la
misma solucion que e modelo general.

LEMA 2.

La solucion optima del problema con restricciones es la misma
que ladd problema general.

Para la demostracion, sblo obsérvese que como Ly ®L, la
sucesion {L,} estd acotada, digamos por U. De donde A(X),
definido en (16), contiene a la solucion del problema general.

4.ESTIMACION.
Ahora, presentamos los resultados para estimar la politica
Optima en e modelo lineal con costo cuadrético.

LEMA 3.
Para el problema con restricciones se tiene que:

a Lapoliticadptima f *(x)=Lx, estnica
b. f, (%%%@ f* () en donde C es un subconjunto
compacto de X.

Demostracion.

a. Estaafirmacion se encuentraen [4].

b. Seen C1 X, un subconjunto compacto de Xy x1 C fijo.
Sin pérdida de generalidad, se supone que C se puede encerrar
enunaboladeradio M >0, con centro en el origen.

Se tiene que fk(x): Lkx y Lg® L, cuando k tiende a
infinito. Entonces dado e >0, existe N tal que:

|Ln' L|<%’
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Entonces,
[fa(x)- £*(x] =|Ln - LJ{ £]Ln - YM <e,
paratodo x1 C, lo que demuestra:

Yrte 1+ (). y

Antes de dar € siguiente resultado consideremos la notacion
siguiente
Notacién.

Para abreviar usaremos la notacion:
Gn(xa):=dx a) +a ¢V, (v)Q(dx.a),

G(xa) =c(xa)+a ¢ * (y)Qlayx.a),
Dn(x,a) =[G (x,8) - Vi (x] -

TEOREMA 4.
Sea B= Be(fn(x)). Entonces, existe un entero N* tal que

inf Dy (x)>O(N*), donde
ofn) = XK@ W o
1-ab

Demostracion.
Supongase o contrario, es decir, paratoda n existe a, tal que:

Dn(x.20) £ O[n).

Como a1l A(x)- B (compacto) existe una sub-sucesion
{anty al A(x)- B tal que ay ® &, entonces

Dic(xa)® 0, k® +¥,

de donde

lo cua implica que
a=f*(x),
por unicidad, pero
dlank. frc(x))* e,
paratodak, s hacemosk® +¥ , setiene que
dia f*(x)2 e

lo cual es una contradiccion, por lo tanto, existe N* con la
propiedad requerida. ¥

ISSN: 1690-8627

SISTEMAS, CIBERNETICA E INFORMATICA

El resultado anterior es posible extenderlo, para encontrar un N*
uniforme en x, para x1 C, donde C es un subconjunto
compacto de X. En cuyo caso @ algoritmo es de la forma
siguiente.

ALGORITMO
Paraun x1 X fijo encontrar el minimo ntal que:

inf D,(x.a)>o[n),

donde B =Bg(fn(x)).

5.EJEMPLO.
Consideremos el caso en € cua X=A=IR?, € conjunto de
restricciones es:

Alx y)= {(a, b)T A’az +b2 £ x2 + yz},

ladindmica o transicion estddada por:
Xk+1 = BXk + Dak +Xk

donde, para cada kK, ka X denota € estado del sistema,
al A es @ control correspondiente. By D son matrices
identidad 2" 2, xk:(uk,gk) donde uy,gyx son variables

aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con
media cero y varianza comun igual a 19/4. El costo de una etapa
estadefinido como:

c(xa)=xQx+aka,

donde xT X,al Ay Q,Rsonmatrices2 2, R eslaidentidad

y
& 1o

Q—% 1u’

En este gemplo, resolver la ecuacion de Ricatti, implica
resolver un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas
con términos cuadréticos y mixtos. Aunque, en esta dimension

2 2, es mangjable la solucién, para dimensiones mayores se
complica

LEMA 5.
S
c=1
Wix.y) = 20+ + 2oL,
b =20,
1
a=-—,
30

entonces se satisfacen a 'y b de H3. Ademés, €l orden de
convergenciade V,, aV* (ver [8]), estadado por:

(ab)™t s !
paos w(x y)=182%2 .
T Wy) <3
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Con los vaores dados en el Lema 6, podemos calcular para cada
N, e orden de convergencia. Para los primeros 20 valores se
tiene:

N 18(2/3)™*

1 18.

2 12.

3 8.

4 5.33333

5 3. 55556

6 2.37037

7 1. 58025

8 1.0535

9 0. 702332

10 0. 468221

11 0.312148

12 0. 208098

13 0.138732

14 0. 0924882

15 0. 0616588

16 0. 0411058

17 0. 0274039

18 0.0182693

19 0.0121795

20 0. 00811967
LEMA 6.

Parael eiemplo setiene que:
V, (%) =1.03219(x + y)? +0.373716,

& 00321912 - 0.032191206x{
f)=¢ 00321912 - 0.0321912%&/¢
e L - U UéYu

paratodan® 5, X = (x,y).

Para el ejemplo que estamos considerando tomemos X =(1,0).
Dado e = 0.1, definimos B = Boll(fn(],o)). Entonces, con los
anteriores val ores se puede encontrar que:

inf D, (10) = 0.0298415

paratodo n® 5. Por lo tanto, comparando con la tabla anterior
obtenemos que N* = 17. Lo que nos dice que para valores
mayores a 17, la politica éptima del problema finito f,, en €
punto X =(1,0), estadentro dela e-vecindad, parae =0.1, de la
politica éptima del problema de horizonte infinito. Entonces,
podemos aproximar la politica Optima de horizonte infinito f*
por f,.

Obsérvese que para e caso (x,y) =(10) e coeficiente de
fn(LO) es lasolucién dela ecuacion de Ricatti paran 3 3.

CONCLUSIONES.

En este trabajo hemos resuelto € problema lineal con costo
cuadrdtico, también conocido como del regulador lineal, por
medio de un algoritmo. Este algoritmo, estima la politica
Optima sin tener que recurrir a la solucién explicita de la
ecucion de Ricatti. Presentamos un gjemplo numérico, para
ilustrar lateoria
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