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RESUMEN

En este trabajo aplicamos el concepto de casi-métrica difusa para
construir un modelo computacional en el análisis de algunos do-
minios de computación fundamentales, como el dominio de las
palabras dotado con las casi-métricas de Baire, del orden del pre-
fijo y del prefijo, respectivamente.

Palabras Claves:casi-ḿetricas, dominios de computación, do-
minio de las palabras, casi-métrica de Baire, prefijo.

1. INTRODUCCI ÓN Y PRELIMINARES

Recientemente, Gregori y Romaguera ([7]) han extendido al caso
casi-ḿetrico la nocíon de ḿetrica difusa (“fuzzy metric”) intro-
ducida por George y Veeramani ([3], [4]), y que a su vez consti-
tuye una interesante modificación de la correspondiente noción
de ḿetrica difusa de Kramosil y Michalek ([11]). Diversas
propiedades de este tipo de métricas difusas han sido investigadas
en losúltimos ãnos por varios autores ([5], [6], [8], [13], etc.).

Recordemos algunos conceptos y propiedades básicas que uti-
lizaremos en este trabajo.

Una casi-ḿetrica en un conjunto no vacı́o X es una funcíon d :
X × X → [0, +∞) tal que para todox, y, z ∈ X :

(i) d(x, y) = d(y, x) = 0 ⇔ x = y;

(ii) d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y).

Un espacio casi-ḿetrico es un par(X, d) tal queX es un conjunto
no vaćıo y d es una casi-ḿetrica enX.

Si d es una casi-ḿetrica enX, entonces la función d−1 definida
enX ×X pord−1(x, y) = d(y, x), tambíen es una casi-ḿetrica
enX, llamada conjugada ded. Además, la funcíonds definida en
X ×X pords(x, y) = max{d(x, y), d−1(x, y)} es una ḿetrica
enX.

Es sabido (ver, por ejemplo, [2]), que toda casi-métricad enX
genera una topologı́aτd enX que tiene como una base de abiertos
la familia de bolas abiertas{Bd(x, ε) : x ∈ X, ε > 0}, donde,
como es usual,Bd(x, ε) = {y ∈ X : d(x, y) < ε} para todo
x ∈ X, ε > 0.

Toda casi-ḿetricad enX induce, de modo natural, un (pre)orden
≤d enX (orden de especialización), definido por
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x ≤d y ⇔ d(x, y) = 0. (1)

Nuestra referencia bibliográfica principal sobre casi-ḿetricas y
estructuras relacionadas es [2].

Una operacíon binaria∗ : [0, 1] × [0, 1] → [0, 1] se llama una
t-norma continua ([14]), si∗ verifica las condiciones siguientes:
(i) ∗ es asociativa y conmutativa; (ii)∗ es continua; (iii)a∗1 = a
para todoa ∈ [0, 1]; (iv) a ∗ b ≤ c ∗ d, cuandoa ≤ c y b ≤ d,
cona, b, c, d ∈ [0, 1].

Un espacio casi-ḿetrico difuso ([7]) es un triplete ordenado
(X, M, ∗) tal queX es un conjunto no vacı́o, ∗ es una t-norma
continua yM es un conjunto difuso deX×X×(0, +∞) que ver-
ifica las siguientes propiedades para todox, y, z ∈ X, s, t > 0 :

(i) M(x, y, t) > 0;

(ii) M(x, y, t) = M(y, x, t) = 1 si y śolo six = y;

(iii) M(x, y, t) ∗ M(y, z, s) ≤ M(x, z, t + s);

(iv) M(x, y, ) : (0, +∞) → (0, 1] es continua.

Si (X, M, ∗) es un espacio casi-ḿetrico difuso, decimos que
(M, ∗) es una casi-ḿetrica difusa enX.

Si adeḿas,(M, ∗) verifica para todox, y ∈ X, t > 0:

(v) M(x, y, t) = M(y, x, t),

entonces decimos que(M, ∗) es una ḿetrica difusa y que
(X, M, ∗) es un espacio ḿetrico difuso ([3]).

Si (M, ∗) es una casi-ḿetrica difusa enX, entonces el par
(M−1, ∗) es una casi-ḿetrica difusa enX, llamada conjugada de
(M, ∗), dondeM−1 es el conjunto difuso deX ×X × (0, +∞)
definido porM−1(x, y, t) = M(y, x, t) para todox, y ∈ X, t >
0. Además, el par(M i, ∗) es una ḿetrica difusa enX donde
definimosM i(x, y, t) = min{M(x, y, t), M−1(x, y, t)} para
todox, y ∈ X, t > 0.

Toda casi-ḿetrica difusa(M, ∗) enX genera una topologı́a τM

en X que tiene como una base de abiertos la familia de bolas
abiertas{BM (x, ε, t) : x ∈ X, 0 < ε < 1, t > 0}, donde
BM (x, ε, t) = {y ∈ X : M(x, y, t) > 1 − ε} para todox ∈
X, 0 < ε < 1, t > 0.

De forma ańaloga al caso casi-ḿetrico, toda casi-ḿetrica difusa
(M, ∗) enX induce de modo natural un orden≤M enX definido
por
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x ≤M y ⇔ M (x, y, t) = 1, ∀t > 0. (2)

Observemos que si(X, d) es un espacio casi-ḿetrico, definimos
a ∗ b = ab para todoa, b ∈ [0, 1], y denotamos porMd a la
función definida enX × X × (0, +∞) por

Md(x, y, t) =
t

t + d(x, y)
, (3)

entonces,(X, Md, ∗) es un espacio casi-ḿetrico difuso ([7]).
En este caso, decimos que(Md, ∗) es la casi-ḿetrica difusa in-
ducida pord. Además, es f́acil comprobar queMd−1(x, y, t) =
(Md)−1(x, y, t), y Mds(x, y, t) = (M i)d(x, y, t) para todo
x, y ∈ X, t > 0.

Rećıprocamente, si(M, ∗) es una casi-ḿetrica difusa en un con-
junto X, entonces la colección numerable{Un : n ∈ N} es
base para una casi-uniformidadU enX, dondeUn = {(x, y) :
M(x, y, 1/n) > 1 − 1/n} para todon ∈ N, de tal modo que
la topoloǵıa τM generada por(M, ∗) coincide con la topoloǵıa
generada porU y, por tanto,(X, τM ) es un espacio topológico
casi-metrizable ([7]).

Es sabido ([11]) que si(X, M, ∗) es un espacio ḿetrico difuso,
entonces el valor deM(x, y, t) se puede interpretar como la prob-
abilidad de que la distancia dex a y sea menor quet. Esta in-
terpretacíon se mantiene cuando(X, M, ∗) es un espacio casi-
métrico difuso y, aśı, la igualdadM(x, y, t) = 1 adquiere es-
pecial relevancia en un contexto computacional. En efecto, si,
por ejemplo, tenemos una cadena creciente de información, de-
notada por(xn)∞n=1, la desigualdadxn ≤ xn+1 se interpreta
como que toda la información contenida enxn tambíen est́a con-
tenida enxn+1. Este proceso admite una sencilla modelación
inicial mediante una casi-ḿetrica d tal qued(xn, xk) = 0 si
n ≤ k, y d(xn, xk) = 1/k si n > k. Aśı, la probabilidad de
qued(xn, xk) < t, conn ≤ k, es obviamente 1, es decir, para
cualquier casi-ḿetrica difusa(M, ∗) tal queτM sea la topoloǵıa
generada pord, se tendŕaM(xn, xk, t) = 1.

Aplicando estas ideas, modelaremos en la sección siguiente al-
gunos dominios de computación mediante casi-ḿetricas difusas
adecuadas que permitan una interpretación satisfactoria de los
procesos computacionales inherentes.

2. CASI-MÉTRICAS DIFUSAS EN EL DOMINIO DE LAS
PALABRAS

SeaΣ un alfabeto no vaćıo y seanΣF y Σ∞ los conjuntos
de las palabras finitas y de las palabras finitas e infinitas sobre
Σ, respectivamente. Adoptamos el convenio de que la palabra
vaćıa φ es un elemento deΣF . Denotemos por⊑ el (pre)orden
del prefijo enΣ∞, es decir,

x ⊑ y ⇐⇒ x es prefijo dey. (4)

Entonces(Σ∞,⊑) es un dominio de Scott siΣ es numerable.
Este espacio aparece de modo natural al modelar flujos de infor-
macíon en el modelo de Kahn de computación en paralelo ([9]).

Para cadax ∈ Σ∞ denotemos porℓ(x) a la longitud de la palabra
x. Aśı, ℓ(x) ∈ [1, ω] cuandox 6= φ, y ℓ(φ) = 0. Si para cada
x, y ∈ Σ∞ definimosx ⊓ y como el prefijo de mayor longitud
común ax ey, entonces

ℓ(x ⊓ y) = sup{n ∈ N : x(k) = y(k) si k ≤ n},

cuandox ey tienen un prefijo coḿun distinto deφ, y ℓ(x⊓y) = 0
en otro caso.

Es sabido que la célebre ḿetrica de BaireDB enΣ∞ se puede
obtener como el supremo de la llamada casi-métrica de BairedB

y su conjugada, donde

dB(x, y) = 2−ℓ(x⊓y)
− 2−ℓ(x)

, (5)

para todox, y ∈ Σ∞.

Tambíen puede obtenerse como el supremo de la casi-métrica del
orden del prefijod⊑ y su conjugada, donde

d⊑(x, y) = 0 si x es prefijo dey,

d⊑(x, y) = 2−ℓ(x⊓y) en otro caso. (6)

Es sabido, y f́acil de comprobar (ver, por ejemplo, [10]), que la
casi-ḿetrica de Baire y la casi-ḿetrica del orden del prefijo gen-
eran la misma topologı́a enΣ∞, que denotaremos en lo sucesivo
por τB , y que ambas casi-ḿetricas son crecientes respecto del
orden⊑, pues se tiene obviamente,

x ⊑ y ⇔ x ≤dB
y ⇔ x ≤d⊑

y.

Por tanto, si(M, ∗) es una casi-ḿetrica difusa enΣ∞ tal que la
topoloǵıa τM coincide conτB , entoncesM(x, y, t) = 1 siem-
pre quex es un prefijo dey, con lo que se respeta la inter-
pretacíon computacional inherente, pues, la probabilidad de que
dB(x, y) < t cuandox ⊑ y, es obviamente 1. Por tanto,(M, ∗)
es creciente respecto del orden⊑ . En particular, las casi-ḿetricas
difusas(MdB

, ·) y (Md⊑
, ·) inducidas por las casi-ḿetricas de

Baire y del orden del prefijo, respectivamente, son crecientes, es
decir:

x ⊑ y ⇔ x ≤MdB
y ⇔ x ≤Md⊑

y.

Por otra parte, como para todox, y ∈ Σ∞, t > 0, se verifica:

MdB
(x, y, t) =

t

t + 2−ℓ(x⊓y) − 2−ℓ(x)
,

y para todox, y ∈ Σ∞ tal quex no es prefijo dey, y t > 0, se
verifica:

Md⊑
(x, y, t) =

t

t + 2−ℓ(x⊓y)
,

deducimos que six es una palabra infinita, entonces para todo
y ∈ Σ∞, t > 0,

MdB
(x, y, t) = Md⊑

(x, y, t).

Luego, si en particular,x, y son palabras infinitas tenemos:

MdB
(x, y, t) = MdB

(y, x, t) =
t

t + 2−ℓ(x⊓y)
,

para todot > 0, con lo que(MdB
, ·) coincide con la ḿetrica

difusa inducida por la ḿetrica de Baire en el subconjunto deΣ∞

de las palabras infinitas.

Con todo lo anterior, hemos demostrado el resultado siguiente:

Teorema 1. SeaΣ un alfabeto no vaćıo y seandB y d⊑ las
casi-ḿetricas de Baire y del orden del prefijo, respectivamente,
en el conjuntoΣ∞ de las palabras finitas e infinitas sobre
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Σ. Entonces, las casi-ḿetricas difusas(MdB
, ·) y (Md⊑

, ·)
inducidas pordB y d⊑ respectivamente, son crecientes respecto
del orden del prefijo⊑, e inducen la misma topologı́a enΣ∞.
Adeḿas MdB

≥ Md⊑
en Σ∞ × Σ∞ × (0, +∞), y (MdB

, ·)
es una ḿetrica difusa en el subconjunto deΣ∞ de las palabras
infinitas, que coincide con la ḿetrica difusa inducida por la
métrica de Baire.

En el resto del trabajo analizaremos la casi-métrica difusa in-
ducida por la casi-ḿetrica del prefijodp. Recordemos (ver [12])
quedp es la casi-ḿetrica en el conjuntoΣF de las palabras finitas
definida por

dp(x, y) = ℓ(y) − ℓ(x ⊓ y), (7)

para todox, y ∈ ΣF .

La conocida ḿetrica del prefijoDp (ver [1]), se puede obtener,
entonces, como la suma dedp y su conjugada, por tanto:

Dp(x, y) = ℓ(x) + ℓ(y) − 2ℓ(x ⊓ y),

para todox, y ∈ ΣF .

Si x, y ∈ ΣF , tenemos que

x ⊑ y ⇔ dp(y, x) = 0,

y aśı, la casi-ḿetrica dp es decreciente respecto del orden del
prefijo⊑ . Luego la casi-ḿetrica difusa inducida pordp tambíen
es decreciente respecto del orden del prefijo.

Tambíen es interesante observar que six ⊑ y, entonces
dp(x, y) = ℓ(y) − ℓ(x), y, por tanto,Dp(x, y) = dp(x, y) en
este caso.

Por último, la relacíon entre la ḿetrica difusa inducida por la
métrica del prefijoDp y la métrica difusa((Mdp)i, ·) est́a clara
si tenemos en cuenta quedp + (dp)−1 ≥ dp ∨ (dp)−1.

Con todo lo anterior, hemos demostrado el resultado siguiente:

Teorema 2.SeaΣ un alfabeto no vaćıo y seadp la casi-ḿetrica
del prefijo en el conjuntoΣF de las palabras finitas sobreΣ. En-
tonces, la casi-ḿetrica difusa(Mdp , ·) inducida pordp es decre-
ciente respecto del orden del prefijo⊑ . AdeḿasMDp ≤ (Mdp)i

en ΣF × ΣF × (0, +∞), y si x es un prefijo dey, entonces
MDp(x, y, t) = Mdp(x, y, t) = (Mdp)i(x, y, t) para todo
t > 0.
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