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RESUMEN

En este trabajo aplicamos el concepto de casFica difusa para
construir un modelo computacional en eblisis de algunos do-
minios de computadn fundamentales, como el dominio de las
palabras dotado con las casetricas de Baire, del orden del pre-
fijo y del prefijo, respectivamente.

Palabras Claves: casi-nétricas, dominios de computaai, do-
minio de las palabras, casiétnica de Baire, prefijo.

1. INTRODUCCI ON Y PRELIMINARES

Recientemente, Gregori y Romaguera ([7]) han extendido al caso
casi-netrico la noodn de netrica difusa (“fuzzy metric”) intro-
ducida por George y Veeramani ([3], [4]), Y que a su vez consti-
tuye una interesante modificéai de la correspondiente noci

de netrica difusa de Kramosil y Michalek ([11]). Diversas
propiedades de este tipo défricas difusas han sido investigadas
en losultimos dos por varios autores ([5], [6], [8], [13], etc.).

Recordemos algunos conceptos y propiedadeschs que uti-
lizaremos en este trabajo.

Una casi-nétrica en un conjunto no vec X es una fundénd :
X x X — [0,400) tal que para tode, y,z € X :

(i) d(z,y) < d(z,2) + d(z,y).

Un espacio casi-Btrico es un pafX, d) tal queX es un conjunto
no vado y d es una casi-gtrica enX.

Si d es una casi-gtrica enX, entonces la funéin d~! definida
enX x X pord—'(z,y) = d(y, ), también es una casi-atrica
enX, llamada conjugada d& Ademas, la funodnd® definida en
X x X pord®(z,y) = max{d(z,y),d " (z,y)} es una ratrica
enX.

Es sabido (ver, por ejemplo, [2]), que toda cag&tncad en X
genera una topoldgry en X que tiene como una base de abiertos
la familia de bolas abierta§B,(z, <) : © € X,e > 0}, donde,
como es usualBi(z,e) = {y € X : d(z,y) < ¢} para todo
re X,e>0.

Toda casi-rétricad en X induce, de modo natural, un (pre)orden
<4 enX (orden de especializam), definido por
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z <4y & d(z,y) = 0. )

Nuestra referencia bibliogfica principal sobre casitricas y
estructuras relacionadas es [2].

Una operadn binariax : [0,1] x [0,1] — [0,1] se llama una
t-norma continua ([14]), sk verifica las condiciones siguientes:
(i) * es asociativa y conmutativa; (i)es continua; (iiz*1 = a
para todas € [0,1]; (iv) a x b < ¢ xd, cuandoa < cy b < d,
cona,b,c,d € [0,1].

Un espacio casi-gtrico difuso ([7]) es un triplete ordenado
(X, M, «) tal que X es un conjunto no véa, * es una t-norma
continua yM es un conjunto difuso d& x X x (0, +-00) que ver-
ifica las siguientes propiedades paratadg, z € X, s,t > 0:

(i) M(z,y,t) > 0;

(i) M(z,y,t) = M(y,z,t) = 1siy Ddlosiz = y;
(i) M(x,y,t) * M(y,z,8) < M(z,z,t+ s);

(iv) M(z,y,-) : (0,+00) — (0,1] es continua.

Si (X, M, ) es un espacio casiétrico difuso, decimos que
(M, x) es una casi-gtrica difusa enX.

Si adenas, (M, *) verifica para toda,y € X, ¢ > 0:
(v) M(‘/I:7 y7 t) = M(y7 a:7 t)7

entonces decimos quéM,x) es una ratrica difusa y que
(X, M, x) es un espacio étrico difuso ([3]).

Si (M, ) es una casi-gtrica difusa enX, entonces el par
(M1, %) es una casi-#&trica difusa erX, llamada conjugada de
(M, *), dondeM ~! es el conjunto difuso d& x X x (0, +00)
definido porM ~*(z,y,t) = M(y, z,t) paratodar,y € X,t >
0. Ademas, el par(M’, ) es una rétrica difusa enX donde
definimos M*(z,y,t) = min{M (z,y,t), M *(z,y,t)} para
todox,y € X,t > 0.

Toda casi-ratrica difusa(M, *) en X genera una topoldg 7,

en X que tiene como una base de abiertos la familia de bolas
abiertas{ By (z,¢,t) : * € X,0 < € < 1,t > 0}, donde
Bu(z,e,t) = {y € X : M(x,y,t) > 1 — ¢} paratodar €
X,0<e<1,t>0.

De forma a@loga al caso casi-gtrico, toda casi-ietrica difusa
(M, ) enX induce de modo natural un orden, enX definido
por
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z<my<s M(z,y,t) =1, Vi>O0. 2
Observemos que $iX, d) es un espacio casiétrico, definimos
a *x b = ab para todoa,b € [0,1], y denotamos poi/, a la
funcion definida enX x X x (0, +oc0) por

t
t+d(z,y)’

entonces,(X, My, x) es un espacio casiétrico difuso ([7]).
En este caso, decimos q(&/4, ) es la casi-ratrica difusa in-
ducida pord. Ademas, es &cil comprobar qué/,-1 (z,y,t) =

(Mg) Yz, y,t), Yy Mgs(z,y,t) = (MYa(z,y,t) para todo
z,y € X,t>0.

Ma(z,y,t) = ©)

Redprocamente, SiM, %) es una casi-&trica difusa en un con-
junto X, entonces la colecgnh numerable{U,, : n € N} es
base para una casi-uniformidaden X, dondeU,, = {(z,y) :
M(z,y,1/n) > 1 —1/n} para todon € N, de tal modo que
la topologa 7as generada po(M, ) coincide con la topoldg
generada pot{ y, por tanto,(X, 7as) €s un espacio topdgico
casi-metrizable ([7]).

Es sabido ([11]) que §X, M, ) es un espacio ftrico difuso,
entonces el valor d&/ (x, y, t) se puede interpretar como la prob-
abilidad de que la distancia dea y sea menor queé. Esta in-
terpretaddn se mantiene cuanddy, M, %) es un espacio casi-
métrico difuso y, ak la igualdadM (z,y,t) = 1 adquiere es-
pecial relevancia en un contexto computacional. En efecto, si,
por ejemplo, tenemos una cadena creciente de infotmadie-
notada por(z,)n=, la desigualdad:, < z,11 se interpreta
como que toda la informaten contenida em,, tambien esh con-
tenida enx,+1. Este proceso admite una sencilla moddlaci
inicial mediante una casi-etricad tal qued(z,,zx) = 0 Si

n < k,y d(zn,zr) = 1/k sin > k. Asi, la probabilidad de
qued(zn,zr) < t, conn < k, es obviamente 1, es decir, para
cualquier casi-rétrica difusa(M, =) tal queras sea la topoloa
generada pod, se tenda M (x,,, xx,t) = 1.

Aplicando estas ideas, modelaremos en la $ecsiguiente al-
gunos dominios de computéci mediante casi-gtricas difusas
adecuadas que permitan una interpréacatisfactoria de los
procesos computacionales inherentes.

2. CASI-METRICAS DIFUSAS EN EL DOMINIO DE LAS
PALABRAS

SeaX un alfabeto no vdo y seant? y £ los conjuntos

de las palabras finitas y de las palabras finitas e infinitas sobre
3, respectivamente. Adoptamos el convenio de que la palabra
vada ¢ es un elemento dE¥. Denotemos poE el (pre)orden

del prefijo en>*°, es decir,

x C y <= z es prefijo dey. (4)

Entonces(X°°,C) es un dominio de Scott & es numerable.
Este espacio aparece de modo natural al modelar flujos de infor-
macbn en el modelo de Kahn de computatien paralelo ([9]).

Para cada € 3*° denotemos pof(x) a la longitud de la palabra
z. Asi, {(z) € [1,w] cuandoz # ¢,y £(¢) = 0. Si para cada
z,y € X definimosz M y como el prefijo de mayor longitud
comin ax ey, entonces

L(zMy) =sup{n € N:z(k) =y(k)sik <n},
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cuandar ey tienen un prefijo comn distinto dep, y £(zMy) = 0
en otro caso.

Es sabido que laélebre nétrica de BaireD s enX>° se puede
obtener como el supremo de la llamada casétrina de Bairels
y su conjugada, donde

dB (‘Ba y) = 2—Z(wﬂy) - 2—[(1,) ’ (%)

paratodar,y € X°°.

Tambien puede obtenerse como el supremo de la casiica del
orden del prefijalc y su conjugada, donde

dc (z,y) = 0 six es prefijo dey,
de (z,y) = 27®™) en otro caso. (6)

Es sabido, ydcil de comprobar (ver, por ejemplo, [10]), que la
casi-netrica de Baire y la casi-@trica del orden del prefijo gen-
eran la misma topoldg enX*°, que denotaremos en lo sucesivo
por 75, Yy que ambas casi-@fricas son crecientes respecto del
ordenC, pues se tiene obviamente,

cLyeor<izyex<a- y.

Por tanto, s{ M, ) es una casi-#&trica difusa erE*° tal que la
topoloda s coincide conrg, entoncesM (z,y,t) = 1 siem-

pre quez es un prefijo dey, con lo que se respeta la inter-
pretacon computacional inherente, pues, la probabilidad de que
dp(z,y) < t cuandar C y, es obviamente 1. Por tant@}/, )

es creciente respecto del orden En particular, las casi-atricas
difusas(May,-) Y (Mac,-) inducidas por las casi-@tricas de
Baire y del orden del prefijo, respectivamente, son crecientes, es
decir:

cLyoxMmy, Y= T Smy Y-

Por otra parte, como para todoy € >°°, ¢t > 0, se verifica:

t

Mgy (a:,y,t) = t + 2-Lny) — 2—£() )

y para todar,y € X tal quex no es prefijo dg;,y t > 0, se
verifica:

t

Mac (z,y,t) = P senmE

deducimos que si es una palabra infinita, entonces para todo
y e X® t>0,

Mag(z,y,t) = Md; (z,y,t).
Luego, si en particulat;, y son palabras infinitas tenemos:

t
Mag (z,y,t) = Mag(y,z,t) = t + 2—¢t@ny)’

para todot > 0, con lo que(Mjy,,-) coincide con la rétrica
difusa inducida por la &trica de Baire en el subconjunto H&°
de las palabras infinitas.

Con todo lo anterior, hemos demostrado el resultado siguiente:

Teorema 1.SeaX un alfabeto no véo y seands y dc las
casi-netricas de Baire y del orden del prefijo, respectivamente,
en el conjuntoX> de las palabras finitas e infinitas sobre
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Y. Entonces, las casi-@tricas difusas(Myy,,-) ¥ (Mac, )
inducidas pords y dr- respectivamente, son crecientes respecto
del orden del prefijac_, e inducen la misma topolog en >°°.
Adends My, > M- enX® x £ x (0,400), Yy (Mag, ")

es una ratrica difusa en el subconjunto d&™ de las palabras
infinitas, que coincide con la @&trica difusa inducida por la
métrica de Baire.

En el resto del trabajo analizaremos la casitica difusa in-
ducida por la casi-&trica del prefijod,,. Recordemos (ver [12])
qued,, es la casi-rétrica en el conjunt&@’ de las palabras finitas
definida por

dp(z,y) = £(y) — L(x M y), )

paratodar,y € 7.

La conocida ratrica del prefijoD,, (ver [1]), se puede obtener,
entonces, como la suma dgy su conjugada, por tanto:

Dy(z,y) = £(z) + £(y) — 2£(x N y),

para todor,y € 2F.

Siz,y € £, tenemos que
Ly dp(yam) =0,

y ad, la casi-ngtricad, es decreciente respecto del orden del
prefijo C . Luego la casi-rétrica difusa inducida paf, tambén
es decreciente respecto del orden del prefijo.

También es interesante observar queasi C y, entonces
dp(z,y) = L(y) — £(x), y, por tanto,D,(z,y) = dp(x,y) en
este caso.

Por Gltimo, la relacon entre la natrica difusa inducida por la
métrica del prefijoD,, y la métrica difusa((Ma, )", -) esh clara
si tenemos en cuenta qdg + (d,) ™ > d, V (d,) " .

Con todo lo anterior, hemos demostrado el resultado siguiente:

Teorema 2.SeaX un alfabeto no vdo y sead,, la casi-nétrica
del prefijo en el conjunt&@ de las palabras finitas sobdg. En-
tonces, la casi-firica difusa(Ma,, , -) inducida pord,, es decre-
ciente respecto del orden del prefijo. AdenasMp, < (Ma,)"
en T x ©F x (0,+00), y siz es un prefijo dey, entonces
Mp,(z,y,t) = Ma,(z,y,t) = (Ma,)"(z,y,t) para todo
t>0.
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