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RESUMEN

Cada experimento en fusion termonuclear genera cientos de
seflales. Para el andlisis de estas sefiales es importante tener
mecanismos automaticos de clasificacion y recuperacion de
sefiales. En este trabajo se muestra como las técnicas de
transformada de wavelets para la caracterizacion, la eliminacion
de ruido y la compresion de la informacién, y las maquinas de
los vectores soporte para el reconocimiento de patrones, y la
clasificacion de la informacion, pueden ser utilizados para el fin
sefialado.

Palabras claves: Reconocimiento de patrones. Wavelets.
Maquina de Vectores Soporte (MSV). Fusion termonuclear.

1. INTRODUCCION

Los experimentos actuales realizados con plasma producen
cientos de sefiales dinamicas en cada descarga. . Estas sefiales
provienen de muy diversos sensores y han sido obtenidas en
distintas condiciones, por lo que habitualmente no presentan,
con un analisis inmediato, una forma comun [1]. Resulta de
gran utilidad desarrollar métodos o aproximaciones que
conduzcan, de forma rapida, a la recuperacion de sefiales de
interés, definidas por ciertas caracteristicas, o que faciliten y
aceleren el proceso de analisis de las mismas. En definitiva, se
trata de encontrar patrones que permitan identificarlas y
clasificarlas, y diseflar mecanismos computacionales
automaticos de busqueda.

En [2] se propone un método para encontrar secuencias
temporales similares utilizando la Transformada Discreta de
Fourier (TDF). En [3] los coeficientes de la serie de Fourier se
utilizan como referencia para buscar fendmenos similares en
grandes bases de datos. El método se ha utilizado en sefiales que
varian lentamente. Sin embargo, la TDF no da buenos
resultados cuando se utiliza con sefiales con variaciones rapidas.

En el analisis de Fourier la informacion temporal se pierde en la
transformacion al dominio de las frecuencias y no permite
detectar caracteristicas transitorias o no estacionarias. La
transformada de Fourier de tiempo corto (TFTC) permite
obtener caracteristicas no estacionarias utilizando una ventana
temporal para el andlisis. Sin embargo, la precision esta
determinada por la ventana usada en el analisis y es la misma
para todas las frecuencias.

La transformada de wavelets (TW) es una alternativa a la

TFTC. En esta transformada se usan ventanas pequefas para las
altas frecuencias y grandes para bajas frecuencias. Permite de
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este modo analizar la sefial en distintas escalas o niveles de
resolucion. Permite también poner de manifiesto la existencia
de discontinuidades cuando se desplaza hacia escalas menores.
Entre sus aplicaciones se encuentran la aproximacion vy
compresion de sefiales, la reduccion y eliminacion de ruido, la
representacion de sefiales en multiples escalas y la localizacion
de patrones [4-5].

Las MVS y, de forma mas general, los algoritmos de
aprendizaje basados en nucleos, son un método muy efectivo
para el reconocimiento de patrones [7-11].

En la seccion siguiente 2 presentamos los aspectos de la
transformada de wavelets que la hacen adecuada para ser usada
en el andlisis de sefiales de fusion termonuclear. Posteriormente
presentamos el método MSV y la forma en que éste se
implementa, y finalizamos en la seccion 4 mostrando la
aplicacion de la TW y los MVS en una aplicacién en la
clasificacion de distintas sefiales procedentes de experimentos
con fusion termonuclear.

2. WAVELETS

Las wavelets son funciones matematicas de cuadrado
integrable, bien localizadas en los dominios temporal y de
frecuencias con ciertas propiedades matematicas; por ejemplo,
la sefial yAt) con

o 2
Lc\y/(t)\ <o
y tal que

wo<c(l+f) L [rm)<c(i+w) T, >0

donde W(w) representa la transformada de Fourier de y(t). A
partir de esta sefial, denominada wavelet madre, se forma una
familia de funciones mediante las relaciones

Ws,d(t)=%v/[%} s>0,deR (1)

Los parametros S y d se denominan factor de escala y
desplazamiento, respectivamente. La transformada continua de
wavelet de una sefal f(t) de cuadrado integrable, f(t) € L,(R), se
define como el producto escalar

Tisd =] tor Y @

VOLUMEN 1- NUMERO 2 1



donde el asterisco indica conjugado. En las aplicaciones
practicas el calculo de la transformada se hara sobre una cierta
rejilla de valores de Sy d. La mas utilizada es aquella en la que
s es un miltiplo entero de 2 y d un desplazamiento entero del
factor de escala

s=2), d=k?', jk ez

Tenemos asi la familia de funciones

1 t—k2! -2 -

La transformada discreta de wavelet es ahora:

T A=ty @ t-k)

Normalmente, la familia de wavelets se elige de modo que
forman una base ortonormal completa del espacio Ly(R), de
modo que cualquier funcién de L(R) se puede poner en la
forma

f=3 Yd, v, @)

j=—o k=—0

donde d;, =< f,y;, > J:w f()271%w (277t —k) es el produc-

to escalar en Ly(R).

Multiresolucion

La construccion de una familia de wavelets que formen una
base completa de L(R) se puede realizar a partir del concepto
de analisis multiresolucion. Se define asi a una secuencia de
subespacios {V; }jz de Ly(R) que verifican

1. Los Vj estan generados por una funcion de escala ¢ft) e
Ly(R), lo que quiere decir que ¢(t) da lugar a la familia de
funciones g (t)= 22p(24-K), keZ que para cada jeZ
constituyen una base de Riesz de V, esto es

0

fhev, = ft)=> ane?'t-n)

n=—x

Al <> Jam) <B|f[", AB>0
2. Cada subespacio contiene al anterior: V; < Vi1
3. El operador proyeccion Pjsobre V; verifica Vf (t) e L*(R)

lim,,, Pf®="f®) y lim__ Pft)=0

jo—o

De esta definicion se deduce que f(t) €V; equivale a f(2t) €V
y que Vj es invariante frente a traslaciones de 2?. De la
condicion 2 se deduce que g=¢y se obtiene de la solucién a la
ecuacion

FO= Y 2(g0, 42t -m)gRt-m= 3 hmg2t-n ()

La secuencia o sefial {h(n)} la podemos asociar a un filtro
discreto: aquel cuya respuesta a un impulso es h(n). A partir de
la funcion ¢(t) de la definicion se puede generar una funcion
ortonormal que es una multiresolucion de L,(R), por lo que de
ahora en adelante suponemos que la familia {@()}jxez es
ortonormal.

Como V|cVj:; denominamos por W; al complemento ortogonal
de Vj en Vi V., =V, ®W,, siendo Vj el subespacio generado
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por la base ortonormal {@(t-K)}xz y W)y su complemento
ortogonal en V;. Se tienen entonces las relaciones:

V=V, OW, =V, 0W,dW =..=> W

j<0

V, =V, ®W,, V, =V, W, =V, ®W, ®W, -

V,=LR)=V,®>W, =YW,
j=—<x;

j=0

Claramente los subespacios W; son ortogonales entre si. Dado
que Wy < V4, una funcion y(t) eW, se puede poner en la forma:

wt) = izw(t), 2t —) (2t —n) = Z a(n) 42t-n) (6)

Al igual que para h(n), la secuencia {g(n)} la podemos asociar
a la respuesta a un impulso de entrada a un filtro discreto. Si

consideramos el filtro con coeficientes g(n)=(~1)""h(1-n),

entonces la sefial y(t) eW, que se obtiene da lugar a una familia
{¥jk O}jkez que es una base ortonormal completa de L, (R).
Las funciones asi obtenidas forman una familia de wavelets
ortonormales. El filtro H(z) asociado a {h(n)} lo podemos
considerar un filtro pasa baja, mientras que el filtro G(z)
asociado a {g(n)} lo podemos considerar un filtro pasa alta.

Dada una sefial f(t), si representamos por A; (t) su proyeccion en
Vj, y por Dj(t) su proyeccion en W; se verifica:

A (® = A1)+ D1 ™)

donde
At = kiz" <f,p, >= ki a;[k] o, (8)
D,»(t)zkizj < fopy,>= kidj[k]wj,k ©)

Fig. 1 Relacion entre las proyecciones de una sefial f(t) en los
subespacios Vj, W; y Vjs1

Representacion de la transformada discreta de wavelets

Las sefiales Dj(t) puede interpretarse como variaciones de
detalle de la sefial f(t) a la escala 2. Estas capas de detalle se
suman para mejorar progresivamente las aproximaciones a f(t)
hasta su perfecta reconstruccion. Las sefiales A;(t) se denominan
aproximaciones y cada aproximacion con mayor grado de
resolucion se forma de la aproximacion anterior afladiendo un
nuevo nivel de detalle D;. A partir de las ecuaciones (5)-(9) se
obtiene la siguiente relacion entre coeficientes
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a;,[n]= i a;[k]nfk —2n]
(10)
dj,[n]= D aklglk —2n]

k=-o

De este modo los coeficientes de la proyeccion sobre Vi1 y Wiy
se obtienen a partir de los coeficientes de la proyeccion sobre V;
filtrando, respectivamente, con los filtros asociados a las
secuencias h[-n] y g[-n] y posteriormente eliminando una de
cada dos muestras (“downsampling” por 2). Repitiendo el
proceso con a;.1[N] se obtiene la proyeccion sobre Vi, y Wi, y
asi sucesivamente.

Podemos también reconstruir los coeficientes aj.1[N] a partir de
los coeficientes aj[n] y dj[n] mediante la ecuacion

aj+l[n]=2ih[n—2k]aj[n]+2i g[n-2k]d;[n] (11)

K=o k=—

En la ecuacion (11) las secuencias &[n] y dj[n] se han
redefinido con la insercion de ceros entre cada dos muestras
(“upsampling” por 2) . Siguiendo con este proceso se puede
reconstruir los coeficientes aj+,[N], y asi sucesivamente. Los
métodos de descomposicion y reconstruccion descritos se deben
a Mallat [4].

Vemos pues que por la ecuacion (4) las wavelets nos permiten
realizar aproximaciones a una funciéon mediante truncamiento
de los elementos de la serie. Por otra parte, las ecuaciones (10)
y (11) nos muestran que los coeficientes se pueden obtener a
partir de filtros adecuados, por lo que el analisis multiresolucion
equivale a la eleccion de filtros pasa baja y pasa alta adecuados.

3. MAQUINAS DE VECTORES SOPORTE

Caso separable linealmente

El objetivo de la clasificacion de un conjunto de objetos es
encontrar una regla que, en base a observaciones externas o
elementos de entrenamiento, permita asignar cada objeto a
alguna de varias posibles clases. Consideramos el caso mas
sencillo de objetos o puntos x; separables que pueden pertenecer
a una de dos clases, a las que asignamos las etiquetas yie {-1,
1} . Tenemos pues un conjunto de observaciones {x;, Vi}, i =
1,...l, x;eR% El objetivo es establecer la ecuacion de un
hiperplano que divida a los elemento de ambas clases, de modo
que todos los elementos de una clase estén en el mismo lado.
Los puntos que pertenecen al hiperplano de separacion verifican
la ecuacion:
w.x+b=0

donde w es un vector perpendicular al hiperplano. La distancia
con signo de un punto x; al hiperplano es:

d =—ti= (12)

donde || w || es la norma Euclidea de w, y b/|| w || es la distancia
con signo al origen. Representamos por |di| y por |d.| a las
distancias minimas de las clases +1 y -1, respectivamente, al
hiperplano separador. Se define el margen de separacion del
hiperplano a la distancia |d.| + |d.|. Para dos clases linealmente
separable el objetivo que se persigue es encontrar el hiperplano
de separacion con mayor margen. Para encontrar una
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formulacion tratable matematicamente, suponemos que todos
los puntos que pertenecen a la clase +1 verifican

w.x;+b> 1

y los que pertenecen a la clase -1 verifican

w.x;+b < -1

‘@, °
o °
O, .
g /:g
o

Fig. 2: Clasificacién lineal en un caso separable; hiperplano de
separacion y margen de separacion. Los vectores soporte
aparecen encuadrados

Ambas ecuaciones pueden combinarse en el conjunto de
desigualdades siguientes:

y,(Ww.x;+b)> 1, Vi (13)

De las ecuaciones (12) y (13) se sigue el conjunto de
desigualdades:

yd > vi (14)
[w

La ecuacion (14) nos muestra que la inversa de la norma del
vector w es un limite inferior a la distancia entre los puntos
observados x; y el hiperplano de separacion definido por (w, b).
El margen de separacion lo establecen los elementos de ambas
clases con distancia minima al hiperplano y que por tanto
verifican la igualdad en la ecuacion (13); luego teniendo en
cuenta la definicién del margen de separacion y la relacion (14)
tenemos:
2
d,—-d =— (15)
[wl

En la figura 1 aparecen en un cuadrado aquellos elementos que
definen el margen. Los elementos que verifican la igualdad en
la condicion (14) y cuya ausencia haria que cambiase el
hiperplano solucion se denominan vectores soporte (VS).

Asi pues, podemos encontrar el hiperplano que da el maximo
margen resolviendo el siguiente problema de optimizacion
cuadratica:
. 1
min —W.W
w.b 2 (16)
sujetoa y,(w.x; +b)>1, i=L---1

La solucion de este problema de optimizacion se puede obtener
a partir de la formulacion dual. Para ello se introducen un
conjunto de multiplicadores de Lagrange, ¢; >0, i=1,...,l, uno
para cada una de las restricciones en (16), y se forma la funcion
Lagrangiana

|
L(w,b,a):%Hsz—Zai[yi(w.xi+b)—1] (17)
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La solucion de (16) equivale a determinar el punto de silla de la
funcion Lagrangiana. En el punto de silla la Lagrangiana tiene
un minimo con respecto a w y a b, y un maximo con respecto a
a. Luego se deben cumplir las ecuaciones

o oL '
_z v =0 ———W—Ea- x; =0 18
b i:la, Yi y 2 Y X (18)

Sustituyendo estas relaciones en (17) se obtiene el problema
dual de optimizacion cuadratica siguiente:

| |
max Zai—%Zaiaj Yi Y| XX,

[ =]

i
>0, i=L..

sujetoa ¢, (19)
|

A los parametros ¢; solucion de (19) los representamos por
a;, i=1..,1. Con estos valores obtenemos el vector w

solucion de la ecuacion (16) utilizando la segunda condicion de
la ecuacion (18):

I
W= Z(x: Yi X (20)
il

Los puntos x; correspondientes a los parametros «, que son

mayores que cero se denominan vectores soporte, y solamente
ellos son necesarios para determinar el vector solucion dado por
(20). Las condiciones de Karush-Kiihn-Tucker [13] son
condiciones necesarias, y en algunos casos suficientes, para una
solucién optima a un problema de optimizacion. Una de estas
condiciones establece que si el multiplicador >0, esta
asociado a la restriccion y,(w x,+b")>1 entonces se debe

cumplir la relacion:
o [y, (w X, +b ) =1]=0 @1

De lo que se deduce que los vectores soporte corresponden a
aquellas restricciones de la ecuacion (16) para las que se
verifica la igualdad, asi

>0 = yw.x+b)=1 22)

El parametro b se puede obtener a partir de la relacion (22) con
cualquiera de los vectores soporte, sin embargo una solucién
mas robusta se obtiene calculando el valor medio para todos los
vectores soporte.

La clasificacion de un nuevo punto x se realiza mediante la
siguiente funcion de clasificacion:

c(x) = signo(w’.x +b")
Un valor positivo clasifica a x como perteneciente a la clase
+1, y un valor negativo lo clasifica en la clase -1.
Caso no separable linealmente
En el caso de que las dos clases no sean separables de forma
lineal, no habra solucion factible al problema de optimizacion.
Una forma de abordar el problema es introduciendo variables de

holgura para relajar las restricciones en (16)

Yi(w.x, +b) 214, B20, i=L-|
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De este modo, si un x; verifica la condicion (13) entonces S es
cero y la ecuacion (22) equivale a (13); pero si no se verifica la
condicion (13) se considera el término - de modo que se
permite la violacion de (13). No obstante, para que se minimice
el nimero de violaciones se aflade a la funciéon de coste un

|

término adicional en la forma CZ B, de modo que el
i=1

problema a resolver es ahora:

w,b

!
min %W,W+C2ﬂi
i=1

syjetoa y,(w.x, +b)>1-4, i=L---,1I (23)
£.20, i=1--1

El parametro C > 0 determina un compromiso entre el maximo
margen de separacion y el niimero de puntos clasificados
erroneamente. Un valor elevado de C hace que se considere
una gran penalizacion en el numero de errores y un valor
pequeiio da una pequefia penalizacién. El problema dual se
plantea ahora de la forma:

|

|
max D a —%z a4y Y XX,

¢ i=1 ij=1

sujetoa  0<¢, <C, i=1..,l (24)

L :Q ..... e,
O E§ ﬁargen
o o

Fig. 3: Clasificacion lineal en un caso no separable.

Nuevamente representamos por ¢;, i=1,..,1 alos pardmetros

solucion de (24), y el vector del hiperplano solucion esta dado
por

!
W= zai* Yi X (25)
i1

Como se ve en la ecuacion (24), la diferencia con el
planteamiento del hiperplano 6ptimo para clases separadas es la
limitacion en los valores maximos de los multiplicadores de
Lagrange, o, <C. Las condiciones de KKT aplicadas a este

problema llevan a las siguientes relaciones

;=0 = ywx,+b)>21 y g =0
0<a,<C = y(wx,+b)=1 y =0 (26)
a,=C = y(wx,+b)<l y £ =0

Al igual que para el caso separable, se denominan vectores
soporte a aquellos x; para los que ¢ >0, pero ahora cabe
distinguir dos casos, aquellos vectores soporte para los que
a; <C y que corresponden a los vectores soporte que delimitan

el margen, por lo que se les suele denominar vectores margen, y
aquellos para los que ¢; =C se suelen denominar errores.
Dentro de estos se pueden diferenciar aquellos casos situados
dentro del margen <1 y que estan correctamente clasificados,
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de aquellos para los que f>1 que corresponden a una
clasificacion erronea.

Al igual que en el caso separable, la clasificacion de un nuevo
punto x se realiza examinando el signo de la relacion w .x+b" .

Maquinas de vectores soporte no lineales

El método expuesto se puede extender a casos en los que se
necesitan funciones no lineales para delimitar las clases de
objetos. La generalizacion se basa en el hecho de que los puntos
de entrenamiento aparecen en el problema de optimizacion y en
la funcién de clasificacion en forma de producto escalar (x; . Xj
o w'. x;). Supongamos que hacemos una transformacion ® de
los puntos de entrenamiento a un espacio distinto F,
denominado espacio de caracteristicas, de mayor dimension,
incluso, quizas, de dimensién infinita,

xeR' —» ®d(x)eF

Consideramos ahora el método anterior al problema de la
clasificacion en el espacio F, con los datos de observacion

{®(x)), ¥}, i=1,...,1. Lo interesante de este método es que el

aprendizaje para clasificar en este espacio puede llevar a reglas
de decision mas sencillas.

Al igual que en el caso lineal, en el algoritmo se van a necesitar
el célculo de productos escalares @(x;) .@(x;), lo que puede

resultar un problema para espacios de gran dimension. No
obstante, se puede encontrar una solucién sencilla mediante el
uso de las denominadas funciones nucleo, que verifican
k(x;,x;) =@(x;).@(x;). De modo que el problema de la
clasificacion en el espacio F se plantea ahora, en su forma mas
general, como la resolucion del problema de optimizacion

| 1 |

max Zai—EZaiaj Y Y K(x.x;)
i=1 ij=1

sujetoa 0<¢, <C, i=1..,1l (27)

!
zai Y, =0
i=1
y la clasificaciéon de un nuevo punto x se realiza mediante la
funcion

¢(x) = signo( z a,yk(x;,x)+b")

vectores
soporte

Tabla 1. Funciones nicleo normalmente utilizadas en maquinas
de vectores soporte no lineales. Los parametros se deben elegir
de laforma: de{1,2,...}, oeR, veR, ceR..

Polinomial k(x;-x;) :[(xi.xj)+1]d
2
4 . oo B %
Funcioén de base radial k(x;.x;) =exp Tt
o
Red neuronal sigmoidal k(x;.x;)= tanh(v(xi.xj )+ c)

ol

., . L. 2
Inversion multicuadratica  K(x;.x;) = ( Hxi -X; H + C)

El problema principal a la hora de utilizar este método estd en la
eleccion de la funciéon nticleo y en el valor del parametro o
parametros asociados.
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4. EXPERIMENTOS

Vamos a mostrar algunos resultados preliminares que se han
obtenido al aplicar las técnicas descritas en el reconocimiento
de formas de la base de datos de sefiales del TJII ubicado en el
CIEMAT (Madrid, Espafia). El TJ-II es un dispositivo del tipo
stellarator [14] (tipo heliac, B(0) < 1.2 T, R(0) = 1.5 m, <a> <
0.22 m) y puede explorar un amplio rango de transformada
rotacional (0.9 < iota/2p < 2.2). En el TJII los plasmas se
producen y se calientan con ECRH (2 girotrones de 300 kW
cada uno, 53.2 GHz, 2nd arménico, modo de polarizacion X) y
con NBI (300 kW). Dispone de 940 canales digitales para
medidas experimentales.

En los experimentos realizados se han utilizado sefiales
pertenecientes a algunas de las clases que se muestran en la
tabla 2.

Tabla 2. Clases de sefiales de la base de datos del TJII

BOLS Sefial de bolometria

ECE7 Emision electron-ciclotron
RX306 Rayos-X blandos
ACTON275 Sefal espectroscopica

HALFAC3 Emision de la linea ALFA de hidrogeno
Densidad?2 Densidad electronica de linea

SISTEMAS, CIBERNETICA E INFORMATICA

Se calcula la TW de las sefiales para reducir su dimension. La
figura 4 muestra una sefal original y su transformada wavelet
para aproximaciones con tres niveles distintos.

Original signal

FIGURA 4: Transformacion wavelet de una sefial con
diferentes niveles de descomposicion.

Las sefiales se clasifican usando SVM. Se hace una
clasificacion en multiples clases a partir de clasificaciones
binarias de cada tipo de clase frente al resto mediante un grupo
de sefales de entrenamiento. Se determinan los vectores soporte
y estos se usan para clasificar sefiales que no hayan sido
utilizado en el aprendizaje.

Se muestran los resultados de dos tipos de experimentos. En el
primero se consideran cuatro clases de sefiales: ECE7, BOLS,
RX306 y Densidad2. El conjunto de entrenamiento consta de 40
sefiales, y el conjunto de test posterior de 32 sefiales. La figura 5
muestra los vectores soporte de la clase individual (+1) cuando
se usa un kernel lineal. La figura 6 muestra los resultados de las
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clasificaciones correctas, incorrectas y que no se pueden
clasificar.

En el segundo experimento se muestran los resultados obtenidos

con distintos kernels. En este caso el nimero de sefiales de
entrenamiento es de 60 y el niimero de sefiales de test es de 48.

SVM ECE7 SVM BOL5

-03 i i T 3

i i
| | BOL5_10183
| ECE7_10208 |

0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000

SVM RX306 SVM Densidad2
| | | 8 |

| | RX306_10189!
1 1

0 5000 10000 15000 0 5000 10000 15000

sefial de entrenamiento
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FIGURADS: Representacion de los vectores soportes positivas
para cada una de las cuatro clases.
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FIGURAG: Resultados para el experimento de cuatro clases de

sefiales.
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5. CONCLUSIONES

Aunque preliminares, los resultados obtenidos resultan
prometedores en el uso de la TW, para reducir la informacion
necesaria para describir las sefiales, y de los SVM para la
clasificacion y recuperacion de sefiales de fusion.
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