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Abstract— Este documento presenta una aproximaciéon a la
planificacion de caminos optimales de dirigibles no rigidos en
un espacio de configuracion libre de obstaculos y sujetos a
las restricciones dinamicas del sistema. Se considera el modelo
dinamico del sistema y un analisis para el planteamiento de
modelos simplificados 0 cominmente conocidos como modelos de
control. Una planificacion de la trayectoria desde el punto de vista
de la teoria optimal es propuesta, un modelo de la dinamica de
un robot movil que se desplaza a velocidad constante y en avance,
sirve como punto de partida para la primera aproximacion a los
caminos optimales. Dos modelos con relajacion en la dinamica
de la variable de control son propuestos para el suavizado de
las trayectorias del dirigible. Una comparacion de los diferentes
resultados es presentada en simulacion.

Index Terms— modelo, trayectoria, configuracion, control op-
timo, restriccion

I. INTRODUCCION

Contribuciones al seguimiento de trayectorias o puntos de
pasada para dirigibles pueden ser encontradas en la liter-
atura. Hygounenc [1] muestra una estrategia de control de
orientacion por realimentacion de estado que dirige el sistema
en el plano horizontal. En [2] los autores proponen una
aproximacién llamada “orienteering”: el objetivo del control
es definido en términos de los puntos de pasada a lograr, en
vez de mirar una trayectoria planificada. Un trabajo similar es
presentado en [3], donde la idea es obtener 1. en términos
de la desviacién con respecto al n*" punto de pasada. Cuando
la distancia entre el dirigible y el punto de pasada es menor
a 20m, la misién considera n" como una posicién lograda
y cambia su objetivo al (n + 1)** punto de pasada. En [4],
los autores presentan una aproximaciéon en la cual sefiales
visuales son usadas para realizar las tareas de seguimiento
de trayectorias, una filosofia similar se encuentra en [5],
donde se guia por visiéon un dirigible. En [6] los autores
proponen dos aproximaciones para guiar un dirigible: una es
basada en la teoria de control de H., y la otra es basada
en controles clasicos PI. Pocos trabajos estdn orientados al
problema de planificacién del camino a seguir por el dirigible.
En [7] los autores describen algoritmos dedicados a bisqueda
aleatoria, considerando en estos movimientos las restricciones
cinemdticas y dindmicas. Un trabajo sobre caminos cortos para
el vuelo en plano horizontal de un dirigible es presentado en
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[8]; la idea es caracterizar los caminos optimales tomando en
cuenta la dindmica y las limitaciones de los actuadores.

Fig. 1.

Los dos dirigibles utilizados, UrAn - Karma.

En el marco de una tesis doctoral por Uniandes y un
proyecto Europeo por el LAAS, cada establecimiento cuenta
con una plataforma dirigible totalmente instrumentada (ver
Fig. 1, derecha UrAn de Uniandes e izquierda Karma del
LAAS). Considerando que estos dirigibles se desplazan en
un ambiente estitico y libre de obstdculos, el problema que
se considera a continuacién presenta un método para realizar
una trayectoria Optima en el plano 2D, que los conduzca
desde una posicion inicial ([x;,y;,1;], configuracién inicial)
a una posicion final ([zf,yy, ], configuracion final), sujeta
a las restricciones dindmicas del sistema y restricciones en los
actuadores. Nosotros consideramos solamente el caso donde
el dirigible se desplaza en el plano horizontal (fase de vuelo
crucero) donde son validos los modelos reducidos que seran
presentados en la seccién II-C: modelos simplificados.

El documento se encuentra organizado asi: la siguiente
seccién presenta el modelo en términos generales del dirigible
y luego una simplificacién para encontrar los modelos de
control. La estrategia de control sugerida para la plataforma
es presentada en la seccién III. Una cuarta seccién es dedi-
cada al planteamiento de las trayectorias optimales sujetas a
restricciones dindmicas y de la sefial de control. Resultados en
simulacién son presentados al final del articulo, junto a unas
conclusiones.

II. MODELO DEL DIRIGIBLE Y
SIMPLIFICACIONES

Los dirigibles forman parte de la familia de los aerostéticos,
clasificados como mads ligeros que el aire, operando bajo el
principio de Arquimedes (llenados con hélio). Un dirigible
estd compuesto por: 1) una envoltura que lo caracteriza den-
tro de los dirigibles de carena blanda, rigida o semirigida;

VOLUMEN 5 - NUMERO 2 - ANO 2008 ISSN: 1690-8627



2) los alerones, utilizados para la estabilidad aerostética-
aerodindmica del dirigible y para desplazarse en el plano
longitudinal o lateral; 3) la géndola que sirve para embar-
car la electronica de control e instrumentacion, los motores
propulsores y ayuda a la estabilidad en alabeo! del dirigible.

A. Ejes coordenados y cinemdtica

Tres sistemas coordenados (ver figura 2) son generalmente
necesarios para la descripciéon del movimiento del dirigible en
el espacio: 1) R, sistema coordenado global, fijo a la tierra; 2)
R, sistema coordenado local, fijo al dirigible; 3) R, sistema
coordenado aerodindmico. El termino C'V hace referencia al
centro de volumen y C'G al centro de gravedad del sistema.
Los angulos que marcan la atutud del dirigible estan dados
por ¢, 0 y 1), respectivamente giro alrededor del eje Xy, Yy y
Z4. Cabe resaltar que aunque se describe el movimiento del
dirigible en 3D, el presente trababajo solo hace referencia a
su fase de vuelo crucero (2D).

Fig. 2. Dirigible y sus ejes coordenados

B. Modelo dindmico

El modelo matemadtico del dirigible es establecido sobre las

siguientes hipétesis:

« el dirigible es considerado como un sdlido.

« el dirigible se supone de masa constante.

e ¢l punto de sumatorias de fuerzas se considera en el
centro de volumen (CV), que al mismo tiempo es donde
se presenta la fuerza de empuje (Arquimedes).

¢ los fendmenos de masas adicionadas por el movimiento
del dirigible dentro de un fluido son despreciables.

o la tierra es considerada plana en la regién de vuelo y
viento nulo.

La ecuacién que relaciona las fuerzas externas, la dindmica
del dirigible y los comportamientos aerodindmicos se puede
escribir como:

I'conocido en ingles como roll
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MdVd = —Td(Vd) - Ta(va) — Ya + Tp (1)

donde:

e Vi=[uvwpqr]T es el vector de estado.

e M, es la matriz simétrica de masas.

e v, es el vector de velocidad aerodindmica, contempla el
viento y la velocidad de desplzamiento debida al empuje
propio del sistema.

o T, es el vector de fuerzas y momentos debidos a la masa
del dirigible (fuerza centrifuga y de Coriolis) y es funcién
no lineales de las variables de estado.

e g, ¢l vector de fuerzas y momentos debidos al peso y la
fuerza de empuje del helio.

o T}, es el vector de fuerzas y momentos debidos a los
motores de propulsion.

o T, es el vector de fuerzas y momentos debidos a los
fenémenos aerodindmicos. Estos fenémenos pueden ser
caracterizados en forma “aproximada” a partir de pruebas
en el tinel de viento,

To(ve) = Ava — D1(v2)va + Tsa(va?)  (2)

donde:

— vy es el vector de velocidad de desplazamiento que
contempla solo el empuje propio del sistema.

— Av, representa fenémenos no estacionarios,

— D;(v9)va representa los fenémenos de acoplamiento
no lineales entre la translacién-rotacion y la rotacion-
rotacion,

— Tyqt representa los esfuerzos debidos a los alerones
y la geometria del sistema.

C. Modelos simplificados

En funcién de obtener modelos de control para el disefio de
los reguladores segin la estrategia de navegaciéon planteada
(ver seccidn III), se realizan reducciones al modelo dinamico
en el punto de operacién (fase de vuelo crucero). Asumiendo
velocidad del viento nula y acciones sobre los alerones (ac-
tuadores d. y d,) de cero, un modelo para la velocidad (u
que para este caso es la misma velocidad aerodindamica V)
en funcién de la fuerza de los propulsores (F},) es:

U= m(ﬂncosu + %prSrefCT) 3)
donde p es la vectorizacién de los propulsores, m la masa
del sistema, a;; es un coeficiente asociado al movimiento de
un cuerpo dentro de un fluido, p la densidad del aire, S,y la
referencia de la envoltura y C'r es el coeficiente debido a los
fenémenos arerodindmicos.
Con una velocidad establecida, se controla ahora la altitud
en funcién de la deflexion de los alerones é., dejando 6, = 0.
El modelo para la altitud puede ser escrito como:

Z = —usinf

0=q 4)
q = ko5.q + k1150 + k35, 0¢
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donde los coeficientes ky5,, k3|5, k15, son coeficientes
asociados a los pardmetros geométricos y medidas en el tiinel
de viento de parametros aerodindmicos.

Considerando establecida la velocidad y la altitud, se busca
ahora controlar la direccién del dirigible en funcion de J,, las
ecuaciones que relacionan la posicién-orientacién del dirigible
en el plano 2D y el control §, son:

T = ucos
Y = usiny
b=r (5)

= k2|55r + k1|5959

donde kys, y ks|s, se determinan igual como se descri-
be en la ecuacién 4. Note que esta reduccién es realizada
para sistemas de estructura triangular, una aplicacién sobre la
reduccién de un aeroplano puede ser consultada en [9].

III. ESTRATEGIA DE CONTROL

Una estrategia de control debe ser considerada a la hora
de querer mantener el dirigible en la fase de vuelo crucero,
una velocidad de desplazamiento constante, altitud constante
y direccién en el plano 2D segiin la misién. De esta manera
una propuesta para el control del dirigible, basada sobre el
principio de dindmicas desacopladas, es planteada (ver Fig.
3). Se puede observar que en primera instancia se tienen
reguladores de bajo nivel que aseguran el seguimiento de
sefales referencia para velocidad, altitud y direcciéon. Una
segunda capa dedicada a la planificaciéon y seguimiento de
la trayectoria se encarga de asegurar el desplazamiento del
dirigible en el plano lateral segtin lo requiera el supervisor. La
ultima capa es dedicada a labores multi-tareas o aplicaciones
de interaccién con otros robots.

| SUPERVISOR |K——

=~

Planner
ConstantSpeed | Constant Altitude [Planned Heading|<_

Control
|Speed | Altitude ‘ Heading |<:

Airship

Propeller

Magnetometer
compass & GPC

—>

Ailerons

Fig. 3. Esquema de control para el dirigible
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IV. PLANIFICACION OPTIMAL

La presente seccion es dedicada a mostrar como planificar
la trayectoria del dirigible, necesaria para la segunda capa,
tal como se mostré en la seccién anterior. Si la dindmica
del dirigible en el plano horizontal es establecida a .y y
Zref, considerando que el dngulo de “skid” deslizamiento es
despreciable y el control actiia sobre z/}, el modelo que describe
esta dindmica es:

T = 1 Ccosy
y.:usinz/) (6)
¢:59/P

donde d, es el control de deflexién de los alerones para la
navegacion en el plano 2D. Este modelo presenta 2 restric-
ciones cinemadticas: la primera el vehiculo debe desplazarse
en la direccion de la fuerza tangencial al principal eje x4 y la
segunda restriccion es la limitacion del radio de giro p debido
a la limitacién en la deflexién de los alerones. Esta clase de
cinemdtica fue estudiada por Dubins [10], quien considera
el problema de caracterizacién de caminos cortos para una
particula en movimiento hacia adelante y con velocidad con-
stante. En [11], Soueres presenta el mismo sistema y provee
soluciones optimales mediante la teoria de control optimal y
con ayuda de conceptos de geometria. El problema de caminos
cortos cuando el sistema se desplaza a velocidad constante cae
en el mismo caso de caminos optimales en tiempo.

Reescribiendo el sistema (6), & = f(z)u + g(z)dg,
se muestra que esta reduccién continua siendo controlable.
La principal dificultad se presenta debido a que el sis-
tema es sub-actuado y el acoplamiento entre la direccion
y la posicién, conocido como restricciéon de no holonomia
(zsint) + ycosy = 0).

El problema de llevar el sistema (6) de una configuracién
inicial (;(x) a una configuracion final (s(x) (problema de
generaciéon de trayectoria), puede ser formulado como la
minimizacién de J(d,):

J(5,) = / 7 Lt ), 5,(0))dt @)

to

sujeto a:

Ji(to) = X0 (8)

Umin < 69 < Umaz

Entonces, el problema es encontrar el control , € R™
que minimiza el tiempo para conducir el dirigible hasta el
estado final x ¢ saliendo del estado inicial (. Para solucionar
este problema, aplicamos el principio Maximo de Pontrya-
gin (Pontryagin’s Maximum Principle, PMP) para obtener la
trayectoria optimal *(¢) definida en [0, 7] con un control en
tiempo optimal ;. El hamiltoniano H es definido como:

H = Mucosy + Agusiny + Aszdy 9

Se tiene un vector adjunto, A : [0,7] € R3, satisfaciendo

A= —g—g y A(t) # 0 para cada ¢ € [0,T], y si z*, \* y
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5_; verifican las anteriores condiciones, se tiene una solucién
extremal.

El control extremal puede tener diferentes valores, 5g =
Umaz> O0g = Umin ¥ 0g = 0, ellos son circulares (giro en
sentido derecho o izquiero) y segmentos rectos de trayectorias,
respectivamente. Este tipo de control es llamado “bang-zero-
bang control”. La geometria es una aproximacion que ayuda
a completar la solucién (ver [11]), ella utiliza las propiedades
de geometria en el movimiento del sistema para dividir el
espacio de trabajo y encontrar solo 6 familias de curvas para
el desplazamiento del dirigible en el plano 2D. El célculo de
estas trayectorias es rdpido y se deja la que menos valor en
distancia presente.

Note que esta aproximacion presenta un control discontinuo
dg a lo largo de la evolucién de sistema (J, =~ velocidad
angular ¢). En la bisqueda de alisar esta sefial, se considera
la velocidad angular r como una variable de estado. Dos
extensiones al modelo son planteadas a continuacion.

A. Primera extension dindmica

Si la variacién de la velocidad angular 7 es directamente
controlada por §,, el nuevo sistema es:

T =ucosy
Y = usiny
b=r

P =6,

(10)

Asumiendo que el sistema (10) es controlable y con-
siderando que la funcién de costo es para minimizar la energia
de la sefial de control (similar al problema de planificacién de
caminos optimales cuando la velocidad se mantiene constan-
te):

ﬂ@:/”<ym%m>ﬁ 11

to
un control optimal J; puede ser encontrado si existe una
entrada d,(t) para cada t € [0, 7] que minimice la funcién de
costo J. El hamiltoniano para este sistema es H = %(u2 +
5;) + AMucos ) + Agusiny + Agur + Agd,.

B. Segunda extension dindmica

Si la variacién de de la velocidad angular 7 es directamente
controlada por —kps; + d4 (similar al comportamiento de un
sistema de primer orden), el sistema puede escribirse como:

T = ucosvy
y:_usinw (12)
b=r
7= —kyr+ 04

Similar al sistema anterior, existe un control optimal u* que
lleve el sistema (12) de un punto inicial ¢;(«) a un punto final
C¢(«). El hamiltoniano es: H = 3(u? + §7) + Ajucosy +
Aousin + Agur + Ay (8 + uk,r).

Esta clase de sistema se clasifica en problemas no convexos
que en general son dificiles de solucionar. Una posibilidad para
solucionarlos es usando métodos numéricos: La técnica usada
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y que rdpidamente se describe a continuacion fue desarrollada
por Fernandes et al. [12].

El método de Fernandes: Consideremos un control de
entrada 0, € L2([0,7]) y definiendo {ej}$2; como una base
ortonormal para Lo ([0,7])?, la ley de control continua g
puede ser expresada como:

2kmt

dg = Z(akez_ T

k=1

2kt

)

—i

+ Brey (13)

y con la aproximacién de Ritz?, la funcién dy puede ser

aproximada por una serie truncada a un limite N. La nueva
ley de control y la funcién objetivo son:

N
O = D k=1 QkC

T(8g) = [17 < 84(t),0,(t) > dt ~ 33 | ?

donde o = aij,a9,...,an € RYM. La configuracién
Cr(x) = ((T) es la solucién en el tiempo 7' aplicando el
control ¢,. Para hacer que el sistema alcance la meta, un
termino debe ser adicionado a la funcién de costo.

(14)

N

J(@) =" |l + 11 f(a) — gsl?

k=1

5)

donde (; = f(a) y gy son la posicion meta. Note que el
nuevo problema de dimensién finita converge a la solucion
exacta cuando N — oo (ver [12]).

V. VALIDACION Y SIMULACION

Codificando los algoritmos descritos antes en Matlab y
considerando una configuracién inicial y una final, se tienen
las siguientes trayectorias parametrizadas en funcién de la
velocidad de desplazamiento 6mts y el tiempo de muestreo
0.1s del sistema.

Considerando los modelos 6, 10 y 12 se realizo la plani-
ficacion de la trayectoria que debe seguir el dirigible cuando
parte de la configuracién inicial [0,0,0] y llegar a la con-
figuracién final [250,250,0]. Los resultados logrados son
mostrados en la figura 4, donde la imagen superior presenta la
evolucién de la posicién, la intermedia presenta la evolucion
de la direccién en el plano 2D () y la curva inferior presenta
el comportamiento de la velocidad angular en el momento del
giro segun la trayectoria calculada para el desplazamiento del
dirigible entre las dos configuraciones dadas.

Si se considera ahora como punto de partida ¢; = [0, 0, 0]
y punto de llegada ¢; = [250,—50,—90], las trayectorias
planificadas se presentan en la Fig. 5, donde de igual manera
como se plantedé en la figura anterior, la imagen superior
presenta la evolucién de la posicién, la intermedia presenta
la evolucién de la direccién y la curva inferior presenta el
comportamiento de la velocidad angular del dirigible.

Otro ejemplo de una misién completa se tiene al con-
siderar ¢; = [0,0,0] y ¢y = [-100,500,180], tomando

2 Lo representa un espacio de Hilbert
3La aproximacién de Ritz consiste en hacer la solucién usando una
aproximacién de dimension finita
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Displacement in the horizontal plane (2D), Dubins in red & SmoothingM . in blue & SmoothingM2 in black

[—100, —100,90], {5 = [—50,200,0], (¢ = [250,250,—270],
Cr [200, 500, —180], las trayectorias calculadas para el
dirigible segtin los tres modelos (sin inercia y con inercia en
la sefial de control), se muestran en la fig. 6, donde las curvas
presentan la evolucién en el plano 2D.

Posttions in 2D of Dubins plan.
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Fig. 4.  Trayectoria de vuelo para el dirigible, (; = [0,0,0] y ¢y =
[250, —250, 0]
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Fig. 5.  Trayectoria de vuelo para el dirigible, ; = [0,0,0] y ¢y =

[250, —250, —90]

como configuraciones intermedias (3 [250, —50, —90],
G = [200,-300,180], (3 = [~100,-250,—270], (4
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Fig. 6. Misi6 n para el dirigible, ¢; = [0,0,0] y ¢y = [—100, 500, 180]

VI. CONCLUSION

El andlisis del modelo junto al comportamiento dindmico
del dirigible en la fase de vuelo crucero permiten realizar una
simplificacién de su dindmica, obteniendo modelos de control
que permiten aplicar teorias cldsicas o desarrollos existentes.
El modelo simplificado para la dindmica de la altitud permite
considerar inicialmente una solucién Optima para encontrar
los caminos Optimos para el dirigible, presentando sefiales de
control discontinuas y de dificil implementacién en estructuras
reales (si se dispone a controlar directamente el actuador),
puesto que producen aceleraciones infinitas.

Para el sistema y segun la estrategia de control establecida,
la sefial de control hallada, no es importante. La sefial de
evolucion de la direccion v es mds interesante para la estrate-
gia, seglin lo presenta el esquema 2 (la capa de “planner”),
pues solo envia la sefial 1y como referencia, sin embargo,
esta trayectoria no considera inercias en la dindmica del
sistema, pero sirve como punto de partida para encontrar
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trayectorias mas suaves. Las dos extensiones propuestas al
modelo, permiten encontrar trayectorias mds apropiadas a la
dindmica del dirigible.

Un trabajo futuro es la prueba de estos resultados en las
estructuras reales. Las limitaciones de costos de la realizacion
de pruebas y la puesta a punto de los reguladores de bajo
nivel, han retrasado la puesta en operacién de los resultados
presentados en este articulo.
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