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RESUMEN

En este articulo se presenta un modelo lineal cuadratico
estocastico en tiempo discreto. Se considera como criterio de
rendimiento al costo total descontado esperado con horizonte
infinito. Para este problema se da la primera y segunda derivada
del lado derecho de la ecuacion de programacion dindmica. Con
estas derivadas se desarrolla la serie de Taylor para el lado
derecho de la ecuacion de programacion dinamica alrededor de
la politica 6ptima. Con dicha serie de Taylor se relacionan las
funciones de valor con los minimizadores provenientes del
algoritmo de iteracion de valores y con ello se determina una cota
de convergencia.

Palabras Claves: Procesos de Control de Markov Descontados,
Programaciéon Dinamica, Modelos de Control de Markov,
Modelos Lineales Cuadraticos.

1. INTRODUCCION

En este articulo se presenta el modelo Lineal Cuadratico (LQ, por
sus siglas en inglés), el cual se modela usando la teoria de
Procesos de Control de Markov (PCM), en particular se observa
dicho proceso en tiempo discreto y con horizonte infinito (véase

[4]).

El modelo LQ ha mostrado ser una herramienta eficaz para la
solucion de problemas de control en diversas areas aplicadas, por
ejemplo, puede consultar referencias en Ingenieria ([6] y [9]),
Inteligencia Avrtificial ([7] y [12]), Economia ([10] y [13]), entre
otras. El contexto general de aplicacion del modelo LQ es
implementado en problemas dindmicos que siguen un
comportamiento lineal en sus transiciones y el controlador tiene
la necesidad de que dicho movimiento se mantenga cercano a un
objetivo especifico, de esta manera se propone una funcion de
penalidad a movimientos alejados del objetivo fijo, mediante una
funcion de costo. Por tal motivo se busca determinar una
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estrategia que minimice los costos de penalizacién, en
consecuencia, se encontrara una estrategia que mantenga cercano
al sistema estocastico del objetivo dado. En este trabajo, sin
pérdida de generalidad, el objetivo fijo se centra en el origen de
un eje cartesiano de los nimeros reales.

La metodologia para analizar el problema descrito es mediante la
técnica de programacion dinamica estocastica ([5]). De esta
manera en el articulo, en una primera etapa, validamos
Programacion Dindmica verificando las suposiciones clasicas de
la literatura referentes a continuidad y compacidad en las
componentes del modelo de control. Posteriormente aplicando la
técnica de iteracion de valores se determinan aproximaciones a
la funcién de valor éptimo, la cual corresponde al costo minimo
incurrido en las transiciones del sistema aplicando la estrategia
Optima. La metodologia descrita hasta este momento es candnica
y ha sido aplicada para el modelo LQ en diferentes trabajos, por
ejemplo: [3], [4] y [14]. Por otro lado, la teoria de programacion
dindmica garantiza la existencia de una estrategia de operacion
estacionaria en el tiempo, considerando el problema a horizonte
infinito, sin embargo, dicha politica no es determinada de manera
directa, en muchos casos se procede a solucionar la ecuacion de
programacion dindmica, o bien, en casos muy particulares,
determinar aproximaciones mediante los minimizadores de
iteracion de valores ([2]), la cual ha sido aplicada al modelo LQ
en [1]. La aportacion de este trabajo va a encaminada a proponer
una tasa de convergencia para los minimizadores de iteracion de
valores con respecto a la politica dptima. Dicha propuesta
permite determinar aproximaciones numéricas de la politica
Optima via los minimizadores de iteracion de valores y
determinar el error de aproximacion via la cota de convergencia,
la cual tiene un orden de convergencia geométrico (ver Teorema
13 en este articulo). El procedimiento que seguimos para
determinar dicha cota de convergencia se encuentra sustentada
en la forma funcional cuadratica del lado derecho de la ecuacion
de programacion dindmica y su representacion en series de
potencias.
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El manuscrito se encuentra organizado de la siguiente manera, en
la Seccién 2 se presenta la teoria basica de Procesos de Control
de Markov, posteriormente, en la Seccidon 3 se introduce el
modelo lineal cuadratico. En la Seccion 4 se presenta el teorema
principal del trabajo de investigacion junto con algunos
resultados clasicos referentes al modelo LQ. Finalmente, en la
Seccién 6 se proporcionan algunos resultados numéricos.

2. PROCESOS DE CONTROL DE MARKOV
DESCONTADOS

Primero se dard brevemente la definicién de un proceso de
control de Markov (para mas detalles y terminologia véase [5].

Un Modelo de Control de Markov (MCM), estacionario, a tiempo
discreto (véase [5]), consiste de una quintupla:

(X, A{AM)[xeX}.Qc), (1.1)
donde
a) Xes un espacio de Borel no vacio (i.e, un
subconjunto de Borel de un espacio métrico completo
y separable), llamado espacio de estados. A los
elementos de X se les llama estados;
b) A, es el conjunto de acciones (o controles), el cual
también es un espacio de Borel no vacio;
¢) A(X) < A esunafamilia de subconjuntos medibles no
vacios A(x) de A ,donde A(x) denota el conjunto
de acciones admisibles para el estado xe X y con la
propiedad de que el conjunto
K:={(xa)[xeX,aeAX)}, 1.2)
de parejas de estado-accion admisible, es un
subconjunto medible de Xx A ;
d) Q esun kérnel estocastico (véase [5]) definido en X
dado K ;
e) c:K—R esuna funcién medible llamada funcién
de costo en un paso.

El modelo de control (1.1) representa un sistema de control
estocastico el cual es observado de manera periddica en los
tiempos t=0,12,... Sean x,=xeX y a, =acA(x), el

estado del sistema y la accion (o control) aplicada en el tiempo
t, entonces ocurre lo siguiente:

a) sepagaun costo c(x,a) Y,
b) el sistema se movera a un nuevo estado X,,, con la

distribucion de probabilidad Q(-

x,a) Jie.,

Q(B

Xla):Pr(leeB‘Xt =X,a, :a), (1.3)

donde B es un elemento de la c—4&lgebra de Borel

de X . Una vez que el sistema pasa a un nuevo estado,
se elige nuevamente una accion y el proceso anterior
se repite.

Sea IT el conjunto de todas las politicas admisibles
(posiblemente aleatorizada o dependiente de la historia). En
particular, una politica estacionaria es definida como una
funcion medible f: X — A tal que f(x) e A(x), para todo

xe X. El conjunto de todas las politicas estacionarias sera
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denotado por F. Ahora, para cada 7 eIl y un estado inicial
xe X, sea

V (7, x)=E] {ia‘c(xt,at)] (1.4)

el costo total esperado descontado cuando se aplica la politica
7, dado unestado inicial x. La constante « < (0,1) es el factor
de descuento, el cual es fijo. Las sucesiones de estados y
controles se denotan por {x} y {a,}, respectivamente. También
E; denota la esperanza con respecto a la medida de probabilidad
P’ la cual esta definida en el espacio candnico (QS) y es
inducida por el Teorema de lonesco Tulcea [5].

Observacion 1:
En algunos casos la ley de transicion Q es inducida por un

sistema de ecuaciones de la forma x.,, =F(x,a,&), con
t=01---, donde F:XxAxS— X esunafuncién medible
y {£} es una sucesion de variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d) con valores en ScR, vy
densidad comun A.

Definicion 2:
Una politica z* es optima si V(z",x)=0v"(x) para todo
xe X, donde

v (X) = iT;V(;z, X), XeX. (1.5)

v” es llamada la funcién de valor 6ptimo.

Suposicion 3:
a) ¢ esunafuncion continuaen K.
b) La ley de transicion Q es fuertemente continua, es
decir,

o(xa)=[ uy)QUyIxa), (xa)eK,  (16)

es una funcién continua y acotada en K, para cada
funcién medible y acotada u en X.

c) Supdngase que para cada x € X, los conjuntos A(x)
son compactos y la multifuncion x> A(x) es
continua.

d) Supdngase que existe una constante k, & con

1<5<i y @:X —[Lo) una funcion medible y
o

continua tal que

sup|c(x,a)| < kar(x), (1.7)
aeA

sup [@()Q(dy| x.a) < sm(x), (1.8)

paratodo xe X.
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Definicion 4:
Las funciones de iteracidn de valores son definidas como

V,00 = min fe(xa)+af Vv, (QUyIxa),  (1.9)

aeA(x)

paratodo xe X y n=12,..., con V,(-)=0.

La demostracion del siguiente lema puede ser consultada en [5].

Lema 5:
Asuma que la Suposicion 3 se cumple.
Entonces

-z . . * .z
a) Lafuncion de valor 6ptimo U es una solucion de

v (x) = min [c(x,a) +af, u*(y)Q(dy|x,a)} (1.10)

aeA(x)

para cada xe X y si u es otra solucion de la
ecuacion, entonces u(-) >o"(-).

b) Existeunselector f*eF tal queen (1.10) se alcanza
el minimo, es decir,

0" () =c(x, () +eaf v'(y)Q(dy

y f* es Optima.

x f1(x))  (1.11)

¢) Paratoda xe X, Vn(x)Tu*(x) con V, definida

comoen (1.9).
Ademas, paracada neN existe f, eF tal que

minfe(xa) +af,V, . ()Q(y | x2)|

(1.12)
= c(x, f,00) +af V,,()Q(y] x, f, (),

para todo xeX. f, son los minimizadores

n

provenientes del método de iteracion de valores.

3. MODELO LINEAL CUADRATICO (LQ)

Sea X =A=A(X)=R y xe X. Suponga que la transicion del
sistema es dominada por la siguiente ecuacion e diferencias:

Xa=%+a+<&, t=01..,yx,=xeX  (1.13)
donde las variables aleatorias &, para cada t=0,1,..., son

independientes e idénticamente distribuidas con valores en
S =R . Ademas, supdngase que &, un elemento genérico tiene

densidad continua A, con media 0 y varianza ¢, es decir,
E(&)=0, (1.14)

E(&Y) =0” <. (1.15)
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En este caso, la ley de transicion es determinada para x e X,
aceA(xX)y yeR como:

Q(%, &(-,Y][X, =Xx,3, =a) =Pr(x +a+& <y)

- I I(*w,yfx—a)(s)A(S)dS
(1.16)

Ademas, supdngase que lo costos de penalizacion son modelados
por la siguiente funcion:

c(x,a)=x*+a% (x,a)ekK. (1.17)

Lema 6:
Las componentes del modelo LQ satisfacen la Suposicién 3.

Demostracion
La prueba de (a) y (b) es dada en [5].
(c) En este caso, primero se probard que la multifuncion es

inferiormente semicontinua (i.s.c.). Paraello, sea x, —>|x|e X y

aeA(X)=[-|x,|x]. Definiendo &, =-X, o & =X, se
obtiene que a, - —-x 0 a, —» x, cuando n—» oo, Por otro lado,
si ae(—\x,x), entonces a = B(—|x)) + (1— B)|x|, para algun

£ <(01). Tomando a,=pg(—x,)+(1—-p)x, se obtiene que
a, —»>a cuandon—oo. Por lotanto, la multifuncion x> A(x)
es i.s.C.

Ahora, se probard que la multifuncion es superiormente
semicontinua (s.s.c.), dado x, > xe X ya, € A(X,) =[-%,.X,].

Entonces —X,<a,<X ,tomando el limite cuando n—oo se
obtiene que —x <liminfa, <limsupa, <x. Lo anterior implica
N—oo

N—oo

que la multifunciéon x— A(x) es s.s.c. (véase Teorema 3.17 en

[11]).

Por lo tanto, la multifuncién x~ A(x) es continua.
Para probar (d), basta contomar k=2, §=1y @(x) = X* + o

Lema 7:
La politica optima  "(x) & (—|x

X

), para todo xeX. En

efecto, note que si f(x) =0 entonces

V(f =2+ T (1.18)
l-a (1-a)
Por otro lado, si f (X)=—X entonces
_ 2
V(f=" (1.19)
l-«a
ysi f(x)=x entonces
o 2
V(EX) =Y t+Dat + 2= (1.20)
t=0 l-a
Observe que, en cualquier caso
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V(f,x) <V (F,x) (1.21)

V(f,x) <V x). (1.22)
Entonces, f(x)=-x y f(x)=x noson éptimas.

Por lotanto, f"(x)e(—|x|,[x) paratodoxe X.

4. 1TERACION DE VALORES PARA EL MODELO LQ
En lo subsecuente la siguiente notacion serd considerada.
Notacién 8:

Defina las siguientes funciones
G(x,a):= x2+a2+aE[u*(x+a+§)], (1.23)
G,(x,a)=x"+a +aE[Vn71(x+a+.§):|, (1.24)

para cada (x,a)e K. A G se le llama el lado derecho de la
ecuacion de programacion dinamica.

Teorema 9:

Para el modelo LQ se cumple que

V. (x) =K, x* +C,o? (1.25)
y
aK_ X
f ()= - —— | 1.26
(%) Trak . (1.26)

Demostracion

Usando la Ec. (1.9), el Lema 5 e iniciando con V,(x) =0, se
obtiene que

V,(X) = arPAi(rl){x2 +a’ +aE[Vy(x+a+¢&]}
(1.27)
=min {x*+a’} .
aeA(x)
Derivando con respecto a @ la parte que esta entre llaves de la Ec.
(1.27), se obtiene que f,(X) =0 Sustituyendo f,(X)=0en la
Ec. (1.27), se llega a que

V,(x)=x. (1.28)

De manera similar,

V;(x)= min X’ +a’ +aE[V,(x+a+&)]}

n{x*+a’ +aE (x+a+§) ]}

aeA(x)

2

=min {x* +a’ +a(x+a)’ +ac’} .

aeA(x

|
min {

-mln{x2+a +aE (x+a) +2(x+a)l+ & ]}
1

(1.29)
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Entonces
f,(X) =——. (1.30)

1+a

De esta forma sustituyendo en la Ec. (1.29), se llega a que
V(0 = 2%* e 4 got. (1.31)
l+a

En general, sup6ngase que
Vo, (0) =K, x*+C, 0° (1.32)

De donde se sigue que
V,(x) = min {x* +a* +aE[V, ,(x+a+&)]|

aeA(x)

:arlin(n){x2 +a’+ aE[KM(x ra+é)’+ CHaz]}

—mln{x +a’ +aK, (x+a)’ +aK, 0’ +aC, 0’} .

aeA(x)
(1.33)

Asi,
aK, X

f,(X)= —
") 1+aK,

(1.39)

Observe que para todo n =1, se cumple que f, (x) € int(A(x))

(donde, int(D) denota el interior del conjunto D).
Sustituyendo en la Ec. (1.33), se llega a que

22 2
a K X

V (X)) = x* + ——n1Z
¥ (L+aK,,)

2
+akK, | x- 20t KugX |, ao® (K, ,+C, )
1+aK

_1+2aK,, 2

T ak, x> +ac? (K, ,+C, ).

(1.35)

Por tanto,

n:% KOZO' (136)
l+aK,

Ademas,

C,=) K, y C,=0. (1.37)
i=1

Observacion 10:
a) Porel Lema5yel Lema 6 existe f*y se tiene que
V,(x) > v’ (x) para cada xeX. Siguiendo una
prueba similar a la prueba del Lemma 4 en [4], p. 312,

se concluye que K, >K 'y C, —C . De estas
relaciones se deduce que
_1+2aK (1.38)
1+aK
Resolviendo la Gnica solucion debe ser
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200 —1++4a? +1

20
ya que la otra solucién no esta en el conjunto de
acciones admisibles.

b) Note que G(x,-) es estrictamente convexa, para

K= (1.39)

cada x e X. En consecuencia se tiene la unicidad de
la politica 6ptima f*, Véase [3].

5. TASA DE CONVERGENCIA EN EL MODELO LQ

En esta seccion, se obtiene una tasa de convergencia explicita
para los minimizadores del enfoque de iteracion de valores, lo
cual es una consecuencia de la diferenciabilidad del lado derecho
de la ecuacion de programacion dinamica. Recuérdese que las
politicas provenientes del método de iteracion de valores se

denotan por f,(x) eargmin{G,(x,a)}.

Lema 11:
Bajo la Suposicion 3. Se cumplen las siguientes desigualdades
paratodo n>1

a)

. 2(x2+02)a"
V() 0" ()| < ———, (1.40)
l-a

b)

. 4(X2 +02)a”
|G(x, ,(x)) -G(x, f (X)) < -0, @4

para cada a< A(x) y Xe X, donde f,(X) son las politicas
provenientes del método de iteracion de valores.

Demostracion:
a) Esun resultado inmediato del Teorema 8.3.6 en [4].

b) Sea xe X y n>1 fijo. Entonces,

c(x, f,00) +a v (YQ(dy] x, ,(x)
V() =V, () ~ 0" (x)

<lef (") Vo (RAAY 1 X, £,00) +V, () =" (¥)

<af [0(y) =V, (DR %, F,00) +V, () —v"(X)

2w (X)a"
l-a

‘G(X, f,(x)) - G(x, f*(X))‘ _

< 25| o(y)Qdy|x 1,() +
4

< 2a o(X) + 2o (X)a
l-« l-«

_4da(a” _ 4(X* +0°)a"

[l

l-a l-a
(1.42)

Como x es arbitrario el resultado se sigue para todo x € X.
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Lema 12:
Asuma que la Suposicién 3 se cumple. Entonces, la primera y
segunda derivada de G, denotada por G, y G,

respectivamente estan dadas por

G,(x,a)=2(a+aK(x+a)), (1.43)
G,.(x,2) =2(1+aK), (1.44)

Para cada acint(A(X)) y xeX. En particular, como
f7(x) eint(A(X)) (véase Lema 7)

G (%, f*(x) =2(1+aK). (1.45)

Demostracion:

Sea Xe X fijo. De la Ec. (1.23) y usando la siguiente forma

funcional para v*(x) = Kx* +C, se tiene que
G(x,a)=x"+a’ +aE[ v (x+a+¢)]
:x2+a2+aE[K(x+a+§)2+Caz} (1.46)
=x?+a’ +aK(x+a)2 +ao’ +aCo’.

Entonces

G,(x,a) =2a+2aK(x+a). (1.47)

Derivando nuevamente la Ec (1.47), se llega a que

G,.(x,a) =2(1+aK), (1.48)
Como x es arbitrario el resultado se sigue paratodo x e X.

Teorema 13:
En el modelo LQ se satisface para cada xeX y n>1 la
siguiente relacion:

. (x2+02) 2
|£,00 - (0| <2 Wa : (1.49)

Demostracion:

Sea Xe X fijo. Ahora, la serie de Taylor para G(X, f,(X)) en

f°(x), donde f, son los minimizadores provenientes del
método de iteracion de valores. Usando que G,(x, f"(x)) =0,

debido a que fes Optima, por el Teorema 3 p. 196, véase [8] se
obtiene que

6(x, 1,000 = 6(x 1) + 22D 1,60 1)

+ Sl L0 .- 0oy,

(1.50)
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debido a que las derivadas de &rdenes superiores son cero.
Aplicando el Lema 12 a la Ec. (1.50) se llega a

G(x, f. (X)) =G(x, f (X)) + %(2(1+ aK))(f,(x) - f°(x)*
= G(x, () + (L+aK) (£, - £ (x))".
(L51)

Entonces, de la Ec. (1.41) se obtiene que

(L4 aK)(F,(0— £ (0)? = G(x, £,(x)) ~G(x, (%))
4(x2+02)a"
<"

l-a
(1.52)

Asi, paratodo n>1

(f.() = £7(X)* <G(x, f,(x)) =G(x, f"(x))
4a" (¥ +0”) (1.53)
—~
(1+aK)(1-a)

Claramente de la Ec. (1.53) se obtiene que

fL00- 00| <2 (a”(x +o?) (1.54)

1+aK)(1-a)

Observacién 14:

Notese que en la Ec. (1.54), si se toma el limite cuando n — o
los minimizadores provenientes del método de iteracion de
valores convergen puntualmente a la politica 6ptima, es decir,

f,(x)— f*(x) paratodo x € X.

6. RESULTADOS NUMERICOS

Como consecuencia de la cota dada en Teorema 19, Ec. (1.49) se
obtiene el siguiente resultado numérico. Para ¢ > 0 dado, se tiene
lo siguiente

(x*+0?)
2/— 7
(1+eaK)(1-a)
Despejando n de la Ec. (1.55) se concluye que

a"=¢ (1.55)

1

e [ln(gz) +In(L+ oK) + In(L— o) — In(4) — In(x? +02)}

(1.56)

En particular, si a=1/4, o=1y x=1. Entonces se obtienen
los siguientes resultados

€ n ()
0.1 5 -0.2359551
0.01 9 -0.236068
0.001 12 -0.236068
0.0001 15 -0.236068
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7. CONCLUSIONES

En este articulo se usa la diferenciabilidad del modelo LQ para
poder desarrollar la serie de Taylor centrada en la politica 6ptima
con el objetivo de obtener una relacion entre las politicas
provenientes del método de iteracion de valores y las funciones
de valor 6ptimo y con ello se determind una cota para estos
minimizadores.
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