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Resumen— EI problema inverso electroencefalografico (PIE)
consiste en determinar a partir del Electroencefalograma sobre el
cuero cabelludo (EEG), las fuentes de actividad bioeléctrica que lo
producen. Este problema tiene caracteristicas de mal planteamiento
tales como la no unicidad de solucién del problema y la
inestabilidad numérica ante errores del EEG inherentes al proceso
de medicion. Para el estudio del PIE se analiza el llamado
problema directo electroencefalografico (PDE) que consiste en
determinar el EEG sobre el cuero cabelludo, a partir de fuentes de
actividad bioeléctrica en el cerebro conocidas. En este trabajo se
analiza el caso de fuentes dipolares ubicadas en la corteza cerebral
usando las técnicas de teoria de potencial y la teoria de funciones
generalizadas (o distribuciones). Esto lleva a un sistema de
ecuaciones integrales definido sobre un espacio de funciones
generalizadas con la cual se puede proponer un algoritmo estable
de solucion del problema directo electroencefalografico. Con estos
resultados se encuentra un teorema de unicidad para el problema
inverso.

Palabras clave—Problema Directo e Inverso
Electroencefalogréfico, dipolos corticales, potenciales de capa
simple

1. Introduccién

La Electroencefalografia es una de las técnicas mas
conocidas de investigacion no invasiva del cerebro. Por
medio de ella se registran los potenciales en un
electroencefalograma (EEG); estos potenciales provienen de
la actividad eléctrica de los tejidos excitables, y se captan
midiendo la diferencia de potencial existente entre un
electrodo explorador y otro de referencia. Entre las ventajas
de la técnica del EEG se encuentran que la informacion que
proporciona se captura en tiempo real, de manera simple, es
no invasiva ademas de econémica. Por medio de esta técnica
se han detectado posibles anomalias en el cerebro (dafios,
mal funcionamiento, etc.) y una de sus principales
aplicaciones se encuentra en el diagnéstico y deteccion de
focos epilépticos. Estos pueden encontrarse en el volumen o
en la corteza cerebral. Para el primer caso se utiliza la
técnica de la funcion de Green para su analisis y la teoria de
funciones generalizadas. En este trabajo se estudiara el caso
de focos epilépticos corticales usando técnicas de la teoria
de potencial y de un problema de valores en la frontera que
es usado frecuentemente para el estudio del Problema
Inverso Electroencefalografico (PIE). Se estudiara el
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problema en términos de funciones generalizadas también
conocidas como distribuciones.

2. Modelo mateméatico

El modelo matematico que se presenta en este trabajo ha
sido ampliamente utilizado para el estudio del problema de
identificacion en ([1], [2] [3], [4], [5]); en él la cabeza
humana ha sido modelada por medio de capas conductoras
con conductividad constante y diferente en cada capa. La
actividad eléctrica del cerebro es registrada en el cuero
cabelludo por medio del EEG como se ilustra en la Figura 1.

Figura 1: Representacion esquematica de la cabeza en capas
conductoras.

Se considera para la modelacion que el EEG es
producido por grandes conglomerados de neuronas que se
activan simultaneamente conocidos como generadores o
fuentes bioeléctricas [4]. Se supone que las corrientes que

pueden producirse en la regién €2 se deben Gnicamente a la
actividad eléctrica del cerebro y pueden ser de dos tipos:
6hmicas e impresas. Las primeras se deben al movimiento
de cargas ionicas a través del fluido extracelular en el
cerebro y las segundas a las corrientes de difusién a través

de las membranas neuronales las cuales se denotan por J "

para el caso de fuentes volumétricas y por jp para el caso

de fuentes corticales ([1], [5]). Este tipo de fuentes puede
analizarse de manera independiente debido a las propiedades
de linealidad del problema. En este trabajo se desprecia la
actividad de fuentes volumétricas aunque en la seccion 4 se
describen los resultados conocidos para el caso de fuentes
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dipolares volumétricas a fin de distinguir la diferencias
béasicas con el caso que se plantea en este trabajo, con lo que
se destaca su contribucién. Tomando en cuenta lo anterior,
se demuestra que el estudio del PIE para el caso de fuentes
definidas sobre la corteza cerebral puede ser realizado a
través del siguiente problema de valores en la frontera:

Au, =0 en Q, 1)
Au,=0 en Q,, )
u=u, en S, 3)

ou, ou, .,
—=0,—=+]"-n, en §, 4
on, o on, I ' @
% =0 en S, (5)

on,

donde Q=0 UQ, representa a la cabeza, Q, el

cerebro (junto con la corteza cerebral), Qz el resto de las
capas que componen la cabeza (liquido intracraneal, craneo,
cuero cabelludo), o, y o, son las conductividades de €,

y Q,, :u|Q_ i=12 y U representa al potencial
eléctrico en €2 y n, al vector unitario exterior normal a la
S, . El simbolo A representa al operador laplaciano, que

., . . 2
también se simboliza como V~*.

De las férmulas de Green se deduce la siguiente condicion

de compatibilidad
[, iP0)-n(x)dx=o0. ©)

En lo que sigue usaremos la notacién ¢ = i’ n .

En la siguiente seccion se estudiard el problema de
identificar a la fuente ¢ usando el problema (1)-(5) y la

condicién:
u,|. =V. 7

2 SISTEMAS, CIBERNETICA E INFORMATICA
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3. Resultados conocidos sobre fuentes corticales
distribuidas

El caso de fuentes corticales ha sido estudiado en [5] y se
busca la solucién débil del problema (1)-(5) como la suma

de un potencial de capa doble definido S, méas uno de capa
simple definido sobre S,. En este caso la densidad dipolar

definida sobre S, puede representar la actividad de

neuronas piramidales y, por lo tanto, brindar informacion
sobre la zona activa de la corteza cerebral. Esta propuesta
puede servir para la llamada técnica de visualizacion dipolar
cortical [6]. La solucion de este problema puede buscarse
también como una suma de potenciales de capa simple. Sin
embargo, al parecer no hay una posible interpretacién

fisioldgica de la densidad de carga definida sobre 51-

Debido a que buscamos la fuente dipolar y no una
interpretacion fisiologica de las densidades en este trabajo
se busca la solucibn como suma de potenciales de capa
simple. En [5] sblo se consideraron fuentes corticales que
pueden representarse por funciones de cuadrado integrable y
no por funciones generalizadas que permiten representar
focos epilépticos. Este caso se considera en este trabajo.

Para el caso en que la funcion @ = j” -n, sea una funcion

continua, la solucion clasica del problema (1)-(5) existe y
puede buscarse en la forma:

u(x) = [ APy + [ p,(Y)O(x, y)dy ®)

donde ®(X,y) = es la solucion fundamental para

1
[x=y]
el laplaciano en R°, p, eC(S) y
p, €C'(S,)satisfacen el sistema  equivalente  de
ecuaciones integrales (de la segunda especie):

- 0 1
[O’l 0, j PV. N pl(y)aT(I)(X, y)dSy +E,01(X)

o, +o0, y

+[, PO Y)ds, = (x), xeS,.(9)
0 1
J, ALY 3 @06 ), 2 2, ()
5 (10)
+P.V.Lz pz(y)aTCD(X, y)ds, =0, xeS,,

X
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donde PJV. denota el valor principal de Cauchy. Este
sistema tiene solucion Unica salvo constantes siempre que

@ €C(S,). En particular, podemos aplicar este resultado

al caso en el que @ € C*(S,;) lo cual nos servira adelante
para el caso fuentes dipolares corticales.

Para este caso se tiene unicidad de solucién del problema de
identificacion de la fuente ¢ a partir de la medicién V dada

por (7).

4. Resultados conocidos sobre fuentes

volumétricas

dipolares

El estudio del Problema Inverso Electroencefalogréfico para
el caso de fuentes volumétricas (PIE) puede ser realizado a
través del siguiente problema de valores en la frontera ([1],

[4], [8], [7]):

Ay, = f en €,
Au, =0 en Q,,
u =u, en S,

A % =0, % en Sl’
on, on,

o, =0, en S,,

on,

Obsérvese que en este caso las condiciones de frontera sobre
S, corresponden a las llamadas condiciones de trasmisién

que son la igualdad de los potenciales y de los flujos de
corriente.

En el caso en que la fuente corresponde a un foco epiléptico
la representacion matematica de este tipo de fuentes es por
medio de las funciones generalizadas o distribuciones. Mas
precisamente, un foco epiléptico concentrado en el punto a
puede representarse en la forma ([4]):

JP =ps(x-a), (11)
donde prepresenta al momento dipolar y &(x—a)es la
funcidn delta de Dirac concentrada en @ . La idea basica para

hallar la solucién en este caso es la siguiente: ya que
o(x—a) es el limite de funciones suaves concentradas
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alrededor de @, para cada una de dichas funciones suaves,

se busca la solucidn clésica en términos de una funcion de

Green y se toma el limite de dichas soluciones clasicas para
p

hallar la solucién que corresponde a f = cuando

0,
JPesta dado por (22). Para ello comencemos con la
siguiente
4.1 Definicion Diremos que UeC?(Q)NC (Q)es
solucién clasica del PCES si U satisface la ecuacion y la
condicién de contorno de dicho problema en sentido usual.

Notemos que una condicion necesaria de existencia de la
solucidn clésica del PCES es que:

Lfdgzo,

la cual se obtiene de las formulas de Green. Ademas la
solucidn clasica del PCE es Unica salvo constantes y puede
expresarse en términos de la funcidn de Green que se define
a continuacion.

Definicion 3 Se llama funcion de Green del PCES a la
funcion G(y, X) que satisface el siguiente problema de

contorno

1
AG(Y,X)=6(y—X)———, X, Q,
(y,X)=3(y—X) ) ye
@ =0, xeS=00Q,yeQ,

on |

donde m(€2) es el volumen de la regién Q.

Consideremos los siguientes espacios:

conjunto de funciones
vecindad de la

C,(Q)es el
continuas que se anulan en una
frontera de Q y

Co =1 feCy(Q):[ fd=0{.
Q

Teorema 1 Si f e C; entonces la solucién clasica U del
PCES esta dada por:

u() = Gy, 0 f(y)de,

donde G es la funcion de Green que satisface el problema
(24)-(25).

Para cada f € C;(Q), la solucion del PCES, con

f sustituido por fn , est4 dada por:
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u, () =[Gy, ) f,(y)dQ.

divJ ”
Si ademas f eC;(Q) converge a f = , con
0,

J " dada por (11), se tiene que limu, existe y no depende
n—o0

de la sucesion que converjaa f . A tal limite se le llama
solucién del PCES ([6]).
Pasemos ahora al caso en que la fuente bioeléctrica esta
dada por

; div[pd(x—a)]

O,

La solucién del PCES cuando J” =pd&(X—a) viene dada
por:

0

u(x) :{B-VyG(y, x)}

y=a

Este resultado puede consultarse en [6] y [7]. De esta forma
el potencial producido por una fuente dipolar, se expresa en
funcion del momento dipolar y el gradiente de la funcién de
Green. Cabe hacer notar que hallar la funcién de Green es
complicado cuando la regidn tiene una frontera compleja.
Este caso ha sido desarrollado en [6] y [7] en el que se
demuestra que es posible simplificar el problema de varias
capas al de una sola region con una condicion de Neumann
nula lo cual permite aplicar los resultados teéricos y
numéricos que se han desarrollado para una region
homogénea y que, en un principio, sélo se consideraba un
desarrollo sin una relacion directa con el varias capas. En [8]
se calculan las densidades asociadas cuando la solucion del
problema se busca como suma de potenciales de superficie
lo cual sirve en [7] para calcular el desarrollo en serie de la
funcion de Green y de los potenciales producidos por una
fuente volumétrica dipolar para el desarrollo de ejemplos
sintéticos.

Las ideas presentadas anteriormente pueden usarse para el
caso de fuentes dipolares corticales. Eso se desarrolla en la
seccion siguiente.

5. Focos epilépticos corticales

En este trabajo estamos interesados en el caso en que la
fuente corresponde a un foco epiléptico sobre corteza
cerebral. La representacion matematica se hard, siguiéndola
idea del caso volumétrico, por medio de las funciones
generalizadas o  distribuciones. Mas  precisamente,
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consideraremos que un foco epiléptico concentrado en el
punto A € 81 puede representarse en la forma ([4]):

jP=p| d(x—a)- (10)

1
m(S,)
donde p representa al momento dipolary o(x—a) esla
llamada funcién delta de Dirac concentradaen a €S,y

M (S, ) representa el 4rea de la superficie S, .

Es sabido que se puede construir una sucesion de funciones
¢n infinitamente diferenciables (funciones campana) que

converge a la distribucion o (X —a). Con esta sucesion se
puede construir otra ¢, que converjaa @ = i’ -n, cuando

jp estd dada por (10). Sustituyamos cada elemento de la

sucesion en el sistema de ecuaciones integrales (8)-(9).
Cuando sustituimos en el sistema (8)-(9) hallamos un par (y

s6lo uno) de densidades (pln X )eC‘” (S;)xC”(S,)
que es solucién de dicho sistema.

Tenemos el siguiente resultado:

La solucion (pl,pz) del sistema (8)-(9) existe para el
caso en que ¢ estd dada por (11) y se obtiene como el

limite de las sucesiones (pl”,p;) en sentido de

distribuciones y no depende de la sucesion ¢, que converge

ap=j"-n.

De esa manera podemos encontrar el potencial a través de
(8). Al restringirlo a la frontera S, hallamos el EEG sobre
el cuero cabelludo.

De lo anterior ~ proponemos el siguiente algoritmo para el
problema directo electroencefalogréfico:

1. Construir una sucesion ¢ de funciones campana
que converja a la funcién delta de Dirac.

2. Construir la sucesion ¢, =pdg, -n,.

3. Hallar la solucién del sistema de ecuaciones

integrales.
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4. Sustituir las densidades del paso anterior en (8).

5. Evaluaren X S,.

Para hallar la solucién numérica del sistema de ecuaciones
integrales (8)-(9) se puede utilizar un método de colocacion.
Este consiste en buscar la solucién aproximada como
combinacion lineal en una base adecuada y determinar los
coeficientes de esa combinacion a través de un sistema de
ecuaciones lineales algebraicas. Debido a que el sistema (8)-
(9) es de Fredholm de la segunda especie el sistema de
ecuaciones algebraicas es numéricamente estable. La
solucién de un sistema de ecuaciones integrales, asociado al
problema de Cauchy para la ecuacién de Laplace en una
region anular bidimensional, ha sido desarrollada en [8].

6. DISCUSION

Para calcular la solucion del PDE para fuentes dipolares
corticales se puede aplicar el algoritmo propuesto. Cabe
mencionar que considerar un dipolo volumétrico cercano a
la corteza cerebral y resolverlo para tener una aproximacion
del dipolo cortical parece ser una idea apropiada pero debe
tomarse en cuenta el hecho de que la delta de Dirac para
fuentes volumétricas es tridimensional y para fuentes
corticales estd definida sobre una superficie y ademas debe
tomarse en cuenta que la convergencia es en sentido de
distribuciones pues este es el tratamiento matematico
correcto para este tipo de fuentes.

7. CONCLUSION

Se propone un algoritmo para hallar la solucion del
problema directo electroencefalogréfico para el caso en que
se tiene una fuente dipolar sobre corteza cerebral. Para
llegar a este algoritmo se consideran las condiciones de
frontera sobre la superficie que corresponde a la corteza
cerebral en las que ya no se satisfacen las llamadas de
transmision. Este problema es numéricamente estable ya que
su solucion se busca como una solucion de un sistema de
ecuaciones integrales de Fredholm de la segunda especie.
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