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RESUMEN

Los desplazamientos del extremo de un robot manipulador de un
punto a otro en su espacio de trabajo, se corresponden con el
movimiento de cada articulacion del mismo, conforme a una
funcion continua del tiempo. El calculo de estas funciones de
movimiento refiere a la “Generacion de Trayectorias Articulares”.
En este articulo de investigacion se propone un método de
obtencion de generacion de trayectorias en el espacio articular; el
cual posee como insumo de entrada la matriz de transformacion
homogénea final °Tn suministrada por el modelo cinematico
directo, la cual contiene la informacion de las coordenadas
cartesianas del extremo en funcién de las variables articulares
(%pn(t) en funcién de q(t)); siempre respecto a un sistema de
referencia asociado a la base del robot. El producto de salida que
se obtiene son las funciones interpoladoras de posicidn, velocidad
y aceleracion articulares (estos elementos se llaman trayectorias
articulares). Este método contempla la cumplimentacion de
criterios de disefio; como ser el monitoreo de la aceleracion
articular méxima obtenida, de manera que no supere el valor
admisible de tolerancia estipulado por el fabricante (gQmax’’ <
Jadm’’). Si no se satisface esta condicion, se recalcula el tiempo de
actuacion con la aceleracion admisible.

Palabras Claves: trayectorias articulares, espacio de trabajo,
criterio de disefio.

1. INTRODUCCION

El efector terminal de un manipulador robético industrial describe
una determinada trayectoria cuando realiza una cierta tarea en su
entorno de operacion (pintura, ensamblado, etc). Este trabajo se
enfoca en la generacion de estas trayectorias conforme a las
especificaciones del usuario. En la figura 1 se muestra una
situacion en la que el extremo del manipulador se mueve desde el
punto A hasta el B; para que ese hecho tenga lugar, se calcula una
trayectoria que cada articulacion debe seguir. En este contexto, se
entiende por trayectoria a un historial en la linea de tiempo de
posicion, velocidad y aceleracién para cada grado de libertad. En
otras palabras, asi como el modelo cinematico y dindmico de un
robot se focaliza en la obtencion de estrategias de control que
derramen en una mejor calidad de sus movimientos, el control
cinematico se ocupa de establecer la evolucion temporal que debe
seguir cada articulacion del manipulador para alcanzar los
objetivos prefijados por el usuario [1]. Caben citar objetivos tales
como: punto de destino, puntos intermedios, trayectoria cartesiana
del 6rgano terminal y tiempo invertido por el usuario entre otros.
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Asimismo, es conveniente que cada articulacion comience y
finalice su movimiento de forma simulténea, siendo el movimiento
conjunto del robot lo méas coordinado posible [2].

Figura 1: Trayectoria (T) del 6rgano terminal del robot desde un
punto A hasta B con las variables articulares 61y 6

2. MARCO TEORICO CONCEPTUAL

El grupo de investigacion en “Robdtica aplicada a la Ingenieria"
desarrolla un proceso de investigacion que implementa un modelo
que se estructura en base a tres fases; tendientes a optimizar el
disefio de un manipulador robético industrial. La primera
desarrolla la Cinemética del Robot; obteniendo los Modelos
Cinematico Directo e Inverso y el Modelo Diferencial. La segunda
fase se corresponde con la Dindmica del Robot para la obtencién
del Modelo Dindmico; mientras que la tercera, se refiere a los
aspectos de Control, cuyos algoritmos permiten mejorar las
caracteristicas de posicion, velocidad y precision. El problema que
se analiza en este articulo se encuadra dentro de esta tercera fase
del modelo de proceso de investigacion. EI problema del control
posee dos vertientes: el control cinematico y el control dindmico
[3]. El primero selecciona trayectorias que deberia seguir el robot
para ajustarse lo mejor posible a los requisitos del usuario; y el
segundo, custodia que las trayectorias seguidas por el robot q(t)
guarden la mayor similitud con las propuestas por el control
cinemético. Mas especificamente, el presente articulo trata la
generacion de trayectorias articulares en el marco del control
cinematico.

El modelo de proceso de investigacion y desarrollo con sus tres
fases se detalla en la figura 2; en la cual se observa resaltado el
mddulo de Control Cinematico y su vinculacion con la fase de
Control. También se ilustra el suministro de insumos entre las
diferentes fases del proceso. En tal sentido, la fase de cinematica
del robot genera referencias a las fases de dinamica y control del
robot [4]; y la de dindmica suministra insumos a la fase de control,
para la realizacién del control dindmico [5].
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A modo de ejemplo, se implementa el algoritmo computacional de
Lagrange en Matlab, haciendo uso del toolbox correspondiente
propio de robética.

Proceso de Investigacion

Suministra busumos
Cinem dti Dindmi Countrol del Robot
del Robot del Robot
Suministra Suneinis
Insumos Insumos 1

Modelo Modelo
Cinemdtico Dindmico

Directo e Directo e Cmf”oi

Inverso Inverso Dindmico

Figura 2: Modelo de Proceso de Investigacion y Desarrollo
3. DESCRIPCION DEL PROBLEMA

En el nivel de disefio preliminar se dispone de la matriz de
transformacién homogénea (MTH) con la informacion de las
coordenadas cartesianas del efector final en funcion de las variables
articulares (°p"(t) en funcion de q(t)), respecto al sistema de
referencia asociado a la base del robot. Con estas expresiones, se
obtienen las ecuaciones cinematicas inversas (q(t) en funcion de
pn(t), que constituyen el insumo central de este proceso
metodoldgico para la obtencién de las trayectorias articulares
(posicion q(t), velocidad q’(t) y aceleracion q’’(t)).

3.1 Trayectorias en el espacio cartesiano Los modelos
cinematicos estudian la relacidn entre el espacio de las variables
articulares y el espacio de trabajo o cartesiano del robot. Para
conseguir un adecuado control del movimiento del
manipulador, el usuario debe especificar las localizaciones
espaciales por las que debe pasar el extremo: puntos de paso,
velocidades, aceleraciones maximas y tipo de trayectoria. En
figura 3 se muestra el extremo de un manipulador que se
desplaza desde un punto “A” a un punto “B” pasando por dos
puntos intermedios (Pir y Pi2), y en trayectoria en linea recta.

Y A

Figura 3: Trayectoria en el espacio de trabajo para un robot de dos
grados de libertad
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Los puntos muestreados en el espacio de trabajo se deben elegir en
base a un escenario de compromiso entre la cantidad de puntos
seleccionados y el error cometido entre la trayectoria obtenida y la
deseada por el usuario. En otros términos, la trayectoria
desarrollada por el extremo del robot no corresponde exactamente
a una linea recta en el espacio [2], intentando aproximarse en
menor o mayor medida a la linea recta deseada por el usuario, tal
como se ilustra en la figura 4.

Y ‘r

v

Figura 4: Trayectoria real aproximada a la trayectoria recta deseada en
el espacio de trabajo

3.2 Trayectorias en el espacio articular

Conocidos los puntos por los que debe pasar el extremo del
manipulador en su entorno de operacidn, se convierten estos
valores a sus correspondientes coordenadas en el espacio articular
[6]. Asi se obtienen las funciones continuas de posicion, velocidad
y aceleracion en este espacio (qi(t), gi'(t) y gi"(t)). Con la secuencia
de configuraciones articulares por las que debe pasar el efector
final; estos valores se interpolan procurando suavidad en los
movimientos (continuidad en la primera derivada (velocidad
articular) y en la segunda derivada (aceleracion articular). Una
posible eleccion para el ensamble de los puntos en el espacio
articular, consiste en una funcién polinémica continua (en el
presente articulo se toma de tercer grado) cuyos pardmetros se
ajustan de acuerdo a ciertas condiciones de contorno de posicion,
velocidad y aceleracion (también llamadas funciones spline [9]).
Se deben cumplir cuatro condiciones: posicion inicial y final,
especificadas; y velocidades iniciales y final nula. Se usa asi un
polinomio cubico; y se obtienen los coeficientes del tipo (1) para to
=0.

q(t)= Dt3+Ct>+Bt+A Ec. (1)
Las cuatro condiciones de contorno son:

l. g (tinicial)=q(0)=qinicial ,

1. q (tfinal)=gfinal

1. q(tinicial)= g (0)=0,
V. g (tfinal)=0

De hacer cumplir las condiciones de contorno | y 1l a la ecuacién
1), se obtienen las siguientes relaciones 2 y 3:

q(tinicial ) =q(0) =A—inicial =A Ec. (2)
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q(t final ) =q final = Dt¥final +Ctinal+Bt final +A Ec. (3)

Derivando la expresion 1 respecto al tiempo y haciendo cumplir las
condiciones Il y 1V, se obtienen las relaciones 4, 5y 6:

g (t) = 3Dt +2Ct+B Ec (4)
q (tinicia )= ¢ (0)= B=0— B=0 Ec. (5)
q (t finat) =3Dt?inal +2Ct+0 (Dado que B = 0) Ec. (6)

Con los coeficientes A 'y B y las condiciones de contorno 3y 6; el
sistema de ecuaciones que se obtiene permite la determinacion de
los coeficientes C y D. Y se obtienen las expresiones 7, 8, 9 y 10
para todos los coeficientes [6]:

A= Qinicial Ee. (7)

B=0 Ec. (8)

¢ = 2rina=diniciat) Ec. (9)
tfinal

p = Z24pina=diniciat) Ec. (10)
tfinal

4. SOLUCION PROPUESTA

La solucion que se propone al problema que se plantea en este
trabajo, se basa en un método de obtencién de las trayectorias
articulares (posicion, velocidad y aceleracion) en funcion de los
requerimientos del usuario; y en el marco del médulo de control
cinemético. El insumo de entrada al método es la MTH [7]
suministrada por modelo cinemético directo; y el producto de
salida son las funciones interpoladoras de posicion, velocidad y
aceleracion articulares (trayectorias articulares). En figura 6 se ve
la entrada y la salida al mddulo de control cinematico.

Insumo de Producto de
Entrada Salida
_ CONTROL _
”| CINEMATICO "
Matriz de_ Trayectorias
Transformacién Articulares
Homogénea

Figura 6: Insumo de entrada y Producto de salida al Mddulo de
Control Cinemético para la implementacion del método de
obtencion de trayectorias articulares

Este método consta de tres etapas que se desarrollan en forma
interconectada, a los efectos de obtener las correspondientes
trayectorias articulares [8]. Por la figura 7, la primera etapa
convierte los puntos suministrados por la MTH en el espacio
cartesiano a valores deseados de angulos y desplazamientos en el
espacio articular, por medio de las ecuaciones cinematicas
inversas. En la segunda etapa se obtiene un prototipo de las
funciones polindmicas interpoladoras representativas de las
trayectorias articulares, obteniendo los coeficientes que las
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conforman de acuerdo a las condiciones de contorno establecidas.
En la tercera etapa se custodia el cumplimiento del (o los) criterios
de disefio adoptados. Un posible criterio de disefio es monitorear el
valor maximo obtenido de aceleracién articular, de manera que no
supere el tope admisible estipulado por el fabricante (qmax’’ <
gadm’’). Si este criterio no se satisface, se recalculan las
trayectorias articulares en funcion del mismo (caja punteada en
figura 7). Caso contrario, se adoptan las trayectorias articulares
para esa instancia de la metodologia.

5.  ANALISIS DE CASO

Se estudia un robot manipulador esférico de tres grados de libertad
RRP (Rotatorio, Rotatorio, Prismatico). Este robot posee dos
articulaciones rotatorias representadas por las variables articulares
Ol y ©2 (para las articulaciones 1 y 2 respectivamente) y una

articulacion prismatica representada por la variable articular Ds
(para la articulacion 3). La figura 8 ilustra el esquema del robot con
las correspondientes variables articulares y el sistema de referencia
So (Xo, Yoy Zo). No incluye el control de la orientacién del extremo
0 mufieca del se manipulador en este analisis; por consiguiente, es
de interés la dltima columna de la MTH °Ta.

Matriz de Transformacién Homogénea

l

Apli cacion de las
ecuaciones de la
cinematica inversa

Valores deseados de
angulos y

desplazamientos en

el espacio articular

A 4

Obtencion de las

funciones
— | — — polinémicas
interpoladoras
I Recalcular I P
tr ayectorias
articulares

Trayectorias
articulares
preliminares

A\ 4

Verificacion del
cumplimiento del
criterio de disefio

No se cumple
el criterio de
disefio

Si se cumpleel
criterio de disefio

v

Trayectorias articulares adoptadas

Figura 7: Método de obtencion de las trayectorias articulares en el
marco del modulo de control cinemético
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Figura 8: Robot manipulador esférico RRP

Esta columna especifica la posicion del extremo para un
determinado punto del espacio cartesiano (al que se le asocia un
sistema de referencia Ss3) en términos del sistema de referencia So,
y en funcion de las variables articulares. Esta matriz constituye el
elemento de entrada al método, y es la siguiente:

€1C; —S1 €16 €15;D;
€281 €1 S1S2 $152Ds3
—Sz 0 c; 2D

0 0 0 1

T, =

La posicién del extremo del robot en el espacio cartesiano son las
tres coordenadas dadas por las expresiones a, b y ¢:

Pxe = €152D3 a);
Pye = s152D3 b) y
Pz = c2D3 ¢)

Estas expresiones obtenidas del modelo cinemético directo, son la
entrada al modulo del control cinemético, para implementar el
método de obtencion de las trayectorias articulares.

1RA Etapa: aplicacion de las ecuaciones de la cinematica inversa:
el manejo de las expresiones a, b y c; permite expresar las variables
articulares en funcién de las posiciones cartesianas del extremo,
adoptandose una de las soluciones que brinda la cinematica
inversa. Se obtienen asi las siguientes expresiones:
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6,arctg (L) d); 6,arctg @ 0

Pye
Pxe Pze

Ds = /sze +P%2 + P2 f)

2PA Etapa: obtencion de las funciones polindmicas interpoladoras:
aqui se obtiene valores de variables articulares para ciertas
posiciones del extremo en el espacio cartesiano. El usuario
especifica que el efector final se debe mover desde un punto inicial
Pie = (0, 1, 1) hasta uno final Pt = (0, 2, 0); s puntos intermedios.
Se asume una trayectoria recta entre los puntos en un periodo de 5
segundos, y aceleracion articular admisible de 12°/seg?
Reemplazando las coordenadas cartesianas del punto inicial del
extremo del manipulador (Pixe = 0, Piye = 1 y Pize = 1) en las
ecuaciones d, e y f; se obtienen los valores correspondientes de
dichas coordenadas en el espacio articular (©ir = 90°, ©i2 = 45° (se
toma el signo positivo en la ecuacién e) y Ds = V2). De manera
analoga, para el punto final del efector (Pixe = 0, Ptye = 2 y Pze = 0),
los valores en el espacio articular son: ©n = 90°, O, = 90° (se toma
el signo positivo en la ecuacién e) y Dz = 2. Cabe analizar la
situacion fisica real en el espacio de trabajo del manipulador;
teniendo en cuenta que el punto inicial Pie = (0, 1, 1), y el final Pt
= (0, 2, 0), se encuentran en el plano Zo — Yo, que es donde se
desarrolla la trayectoria en linea recta del extremo. La variable ©1
es de 90° en todo el trayecto). Siempre en el en el plano Zo— Yo; la
variable ©2 pasa de un &ngulo de 45° a uno de 90° con respecto al
eje Zo, mientras que Ds crece desde un valor de V2 hasta 2 (si esta
variable se mantuviera constante, describiria una circunferencia en
el plano de trabajo). Esto se ve en la figura 9. Para las variables
O1(t), ©2(t) y Da(t) se proponen funciones interpoladoras tipo 1)

q(t)= Dt3+Ct>+Bt+A; cuyos coeficientes se obtienen por las
expresiones 7, 8, 9y 10, y las condiciones Il y V.

q(tiniciat )= q (0)=0'y g (t finat )=0.

Por la 8, B = 0 para todas las variables. Para ©1 se tiene:

Pe(0,1,1)

Pre (0,2,0)

Figura 9: Trayectoria del extremo del manipulador en el espacio de
trabajo desde Pie (0, 1, 1) hasta Pi (0, 2, 0)
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A om0 ~_3(90°=909) _ 2
A=601 -A=90 ’C_—Ssegz = 0°/seg”y

D:—2(90°—90°)

550g° =0°/seg?®.

Se ve que O1 se mantiene constante e igual a 90°; por lo que también
se cumple:

0:(t) =90°y6,(t) =0y 6,(t) =0 Ec. (11)

Para la variable articular ©2 se tiene:

A=6,; A= 450, C= ”;’T;S) =540 seg? y
_=2(90°-45°%) _ o 3
" seg® 0,72° /seg®.

Con estos coeficientes se confeccionan las funciones de posicion,
velocidad y aceleracion articular para la variable articular ©2.

0,(t) = —0,72t3 + 5,4t% + 45° Ec. (12)
6,(t) =-2,16t2 + 10,8t Ec. (13)
6, =—-4,32t + 10,8 Ec. (14)

Se releva la siguiente informacion de interés para el disefiador:
02(0seg)=45°, 0 2(5seg)=90°, B2(2,5seg)= 67,5°

62(0seg)= 0° /seg , B2(5seg)= 0° /seg
62(2,55e0)=13,5° /seg =6 amax
G2(0seq)=10,8° /seg y H2(5seg) =-10,8° /seg

Estos son los valores maximos de aceleracion articular para la
variable ©2 (10,8%seg? en valor absoluto); el cual no puede superar
el valor admisible de acuerdo al criterio de disefio, que para este
caso se establecié en ©2apm = 12%seg?. Por otra parte, parat=2,5
seg (punto de inflexion para ©2(t)), la velocidad articular alcanza
su valor méaximo de 13,5%seg, siendo nula la aceleracion articular.
Es decir: §.(2,5seg)= 0° /seg?.

Para la variable articular Ds se tiene:

A=Dsi» A=v2 =14141m

_ 3(2m-1,414m) _ 2
C= T 0.0703m/seg” y
—2(2m — 1,414m)
D= = —0.0094m/seg?
S5seg?

coeficientes se confeccionan las funciones de posicion, velocidad
y aceleracion articular para la variable articular Da.
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Ds(t)= -0,0094t3+0,0703t2+1,414 Ec. (15)
Ds(t)=-0,02821t2+0,1406t Ec. (16)
Ds(t)= - 0,056t+0,1406 Ec. (17)

Se releva la siguiente informacidn de interés para el disefiador:
D3(0seg) =1,414m, D 3(5seg)= 2my D3(2,5seg)=1,7m

D3(0seg)= D3(5seg)=0m/seg
D3(2,5seg) = 0,1752m/seg=Damax

D3(0seg)=0,1406m/seg? y D3(5seg)=-0,1406m/seg?

Estos son los valores méaximos de aceleracion lineal para la
variable articular prismatica Ds (0,1406 m/seg? en valor
absoluto). Para t = 2,5seg (punto de inflexion para Ds(t)), la
velocidad lineal es maxima e igual a 0,1752m/seg y nula la
aceleracion lineal. Es decir D3(2,5seg)=0m/seg?.

Las funciones polindmicas obtenidas para cada una de las
variables articulares se representan en las figuras 10 a 16. La
variable ©1 es constante e igual a 90° en los 5 segundos del
movimiento; por lo tanto, la figura 10 muestra solo la evolucion
temporal de la variable articular ©1 conforme a la ecuacion 11.
Para la variable ©2: las figuras 11 a 13 representan las gréaficas de
la evolucién temporal de la posicion, velocidad y aceleracion
articular, conforme a las ecuaciones 12, 13y 14.

Par la variable Ds: las figuras 14 a 16 representan las gréficas de
la evolucion temporal de la posicion, velocidad y aceleracion
articular, conforme a las ecuaciones 15, 16 y 17.

3RA Etapa: verificacion del cumplimiento del criterio de disefio:
de la etapa 2 se verifica el criterio de disefio establecido (©2max
< O2apm); dado que la méxima aceleracion articular para la
articulacion 2 es menor que el valor admisible proporcionado por
fabricacion 10,8%seg? < 12°/seg?. De esta manera, se adoptan las
trayectorias articulares obtenidas para este caso de estudio, las
cuales seran muestreadas con una frecuencia a establecer, y asi
generar referencias articulares al médulo de control dinamico.

5 t (seg)

Figura 10: Evolucidn temporal de la variable articular ©1
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90°

67,5°

450

>
»

2,5 5 t (seq)

Figura 11: Evolucién temporal de la variable articular ©2

25 5 t (seg)
Figura 12: Evolucion temporal de la variable articular 6.

0 (lseq)) 4

10,8

v

5 t (seg)

-10,8

Figura 13: Evolucion temporal de la variable articular 4.

D;y(m) 4
2
1,7

1,4141

>
»

2,5 5 t (Seg)

Figura 14: Evolucion temporal de la variable articular D3
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53 (m/seg)

0,1752

2,5 5 t (seg)
Figura 15: Evolucién temporal de la variable articular D;

D3 (m/seg?)

e \

5 t (seq)

- 0,1406

Figura 16: Evolucion temporal de la variable articular Ds

Simulacion en Matlab

Tal como se menciond anteriormente, se implementa el algoritmo
computacional de Lagrange en Matlab, haciendo uso del toolbox
del programa. La Toolbox de Robética para Matlab, incluye la
funcion rne que permite la resolucion del modelo dindmico inverso
de un robot mediante un algoritmo computacional.

Para su uso es preciso haber definido previamente el robot,
incluyendo pardmetros dindmicos.

En el caso del robot, la definicion responde al siguiente conjunto
de instrucciones:

%(c) FUNDAMENTOS DE ROBOTICA (A. Barrientos)
McGrawHill 2007

11=10; 12=10;
d1=6; d2=6;
m1=20; m2=10;
clear L

%Parametros de Denavit Hartenberg
L{1} =link([0 11 0 0], 'standard’);  L{2} =link([0 12 0 0],
‘standard");

%Masas de los eslabones
L{1}m=ml; L{2}.m=m2;

%Coordenadas de los centros de masas de cada eslabén
L{1}.r=[-(I1-d1) O 0], L{2}.r=[-(12-d2) © 0];

% Tensores de Inercia (Ixx,lyy,l1zz,Ixy,lyz,1xz)
L{1}.1=[ 0 0 0 0 O Of; L{2}.1=[ 0 0 0 O 0O OF;

ISSN: 1690-8627



% Inercia del motor que acciona al elemento
L{1}.Jm= 0; L{2}.Jm= 0;

% Coeficiente de reduccion del actuador del elemento
L{1}.G=1; L{2}G=1;

% Rozamiento viscoso del actuador del elemento
L{1}.B= 0; L{2}.B= 0;

% Rozamiento de Coulomb en la direccidn positiva y negativa del
actuador del elemento
L{1}.Tc=[0 0]; L{2}.Tc=[0 0];

% Definicion del robot.
Scara = robot(L, 'Scara’, 'UPM', 'Robot Scara 2 GDLY);
Scara.name = 'Scara’;  Scara.manuf ="UPM";

La function rne, proporciona los pares necesarios para una
determinada trayectoria, definida mediante los vectores que
contienen las coordenadas articulares, sus velocidades vy
aceleraciones. Por lo tanto, sera preciso definir previamente estos.
Complementarias a la funcidn rne la Toolbox de Robotica para
Matlab cuenta con las funciones itorque, Coriolis y gravedad, que
obtienen las aportaciones al par total por inercia, coriolis y
gravedad respectivamente.

En las graficas siguientes se recoge el resultado de este codigo para
la trayectoria,

ql='sin(t)+pi/2"; g2="sin(5*t)+t+1";

% Numero de puntos de la trayectoria
n=100;

% Definicidn de la trayectoria
%
% Definicion simbdlica de la posicion

sql='sin(t)*t+pi/2";  sq2='sin(5*t)+t+1";

% Definicion de Fuerzas en el extremo
%
sf3="[0 0 0 0]"; % Sustituir en cada eje en caso se querer aplicar
sn3="0 0 0]'; % fuerzas o pares externos

% Obtencidn simbdlica de la velocidad y aceleracién
sqd1=diff(sql,sym('t")) ;sqdd1=diff(sqd1,sym('t));
sqd2=diff(sq2,sym('t")) ;sqdd2=diff(sqd2,sym(t"));

% Parametros dimensionales
%
11=10; 12=10; d1=6; d2=6; m1=20; m2=10; @=9.8;

9% Parametros iniciales
%
% Velocidades y aceleraciones de la base del robot

wO0=[0 0 0]'; dw0=[0 0 0]; vO=[0 00]; dvO=-[0-g0]; z0=[00
1%

% Matriz de rotacion entre {S2} y TCP ({S3})
%
R23=eye(3);
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% Bucle de paso de tiempo
%
for tk=1:1:n; t=(tk-1)/10;

% Evaluacion numérica de posicion, velocidad, aceleracion y
trayectoria del TCP

%
gl=eval(sql) ;qdl=eval(sqdl) ;qddl=eval(sqddl); g2=eval(sq2)
;qd2=eval(sqd2) ;qdd2=eval(sqdd2);

q(tk,1)=g1;qd(tk,1)=qd1;qdd(tk,1)=qdd1;
q(tk,2)=g2;qd(tk,2)=qd2;qdd(tk,2)=qdd2;
XY (tk,1)=11*cos(ql)+I2*cos(ql+q2);
XY (tk,2)=I1*sin(ql)+I2*sin(q1+qg2);

%Evaluacion numérica de las fuerzas y pares en el TCP
%
n3=eval(sn3)'; f3=eval(sf3)'; n_3(tk,:)=n3"; f _3(tk,:))=f3";

% PASO 1-2 Evaluacion de los vectores p,s y de la matriz de
inercias

%
p1=[i100]; Y%vector de {SO0} a {S1}en el sistema {S1}
p2=[12 0 O]’ Y%vector de {S1} a {S2}en el sistema {S2}
s1=[-(I11-d1) 0 0]'; %Coordenadas del cdg de la barra 1 respecto
{51}

s2=[-(12-d2) 0 0]'; %Coordenadas del cdg de la barra 2 respecto
{S2}

11=zeros(3); %Inercias de barra 1 respecto su cdg en la
base{S1};
12=zeros(3); %Ilnercias de barra 2 respecto su cdg en la
base{S2};

% PASO 3 Obtencidn de las matrices de rotacion RO1 y R12
%
RO1=[cos(ql) -sin(ql) 0;sin(gl) cos(gl) 0;0 0 1]; R12=[cos(q2) -
sin(g2) 0;sin(g2) cos(g2) 0;0 0 1];

%PASO 4 Evaluacion de las velocidades angulares de {Si}
%
w1=R01*(w0+z0*qdl); w2=R12*(wl+z0*qd2);

% PASO 5 Evaluacion de las aceleraciones angulares de {Si}
%
dwl1=R01"™*(dw0 +z0*qdd1)+cross(w0,z0*qd1); dw2=R12™*(dwl
+20*qdd2)+cross(w1,z0*qd2);

% PASO 6 Evaluacion de las aceleraciones lineales de {Si}
%
dvl=cross(dwl,pl)+cross(wl,cross(wl,pl))+R01*dv0;
dv2=cross(dw2,p2)+cross(w2,cross(w2,p2))+R12*dv1,;

% PASO 7 Evaluacion de la aceleracion lineal de los cdg
%
al=cross(dw1,s1)+cross(wl,cross(wl,s1))+dvi;
a2=cross(dw2,s2)+cross(w2,cross(w2,s2))+dv2;

% PASO 8 Evaluacion de las fuerzas sobre los eslabones
%
f2=R23*f3+m2*a2; f1=R12*f2+ml*al;
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% PASO 9 Evaluacion de los pares sobre los eslabones
%
n2=R23*(n3+cross((R23*p2),f3))+cross((p2+s2),m2*a2)+I12*dw
2+cross(w2,(12*w2));
n1=R12*(n2+cross((R12*pl),f2))+cross((pl+sl),ml*al)+I1*dw
1+cross(wl,(11*w1));

% PASO 10 Evaluacion de los pares
%
P1=n1"*R01*z0;
PARES(tk,2)=P2;

P2=n2"*R12*z0; PARES(tk,1)=P1;

% FIN DEL ALGORITMO
%

% VERIFICACION:

% Este codigo es Unicamente a efectos de verificar que la

programacion del algoritmo es correcta. Obtiene % la solucién

analitica obtenida manualmente

T1=(Mm1*d172+m2*(I11"2+d2/2+2*11*d2*cos(q2)))*qdd1+...
+(m2*d2*(11*cos(q2)+d2))*qdd2+...
-(2*m2*11*d2*sin(q2))*qd2*qd1+...
-(m2*d2*11*sin(q2))*qd2*qd2+...
+g*((m1*d1+m2*I1)*cos(ql)+ m2*d2*cos(ql+q2));

T2= (m2*d2*(11*cos(q2)+d2))*qdd1+...
+ (m2*d2~2)*qdd2+...
+ (m2*d2*11*sin(q2))*qd1*qd1+...
+ g*m2*d2*cos(ql+q2);

PARES2(tk,1)=T1;
PARES2(tk,2)=T2;

%

% VERIFICACION:

% Este codigo es Unicamente a efectos de verificar que la
programacion del algoritmo es correcta

% Obtiene la solucién mediante la funcion rne de la toolbox de
robotica de Matlab

DefScara; % Se define el robot

grav=[0,9.8,0]; % Se define la gravedad con respecto al sistema
{s0}

PARES3=rne(Scara,q,qd,qdd,grav,[f_3,n_3]);

% Presentacion Grafica de los resultados
figure(2)
Tau=rne(Rej5_6,9,9d,qdd,grav);

TauG = gravload(Rej5_6,q,grav);

TauC = coriolis(Rej5_6,9,qd);

Taul = itorque(Rej5_6,9,qdd);

subplot(2,4,1), hold
plot(Tau(:,1)),plot(T1,'rx),title('Par Total Q1 L"),grid
legend(strcat('Q1:',sq1),'Location’,'SouthOutside")
legend boxoff,hold

subplot(2,4,2),  plot(Taul(:,1)),title('Par Inercia Q1 L"),grid

subplot(2,4,3), plot(TauC(;,1)),title('Par Coriolis Q1 L"),grid
subplot(2,4,4), plot(TauG(:,1))title('Par Gravedad Q1 L"),grid
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subplot(2,4,5), hold
plot(Tau(:,2)),plot(F2,rx),title('Par Total Q2 L"),grid
legend(strcat('Q2:',sg2),'Location’,'SouthOutside")
legend boxoff,hold

subplot(2,4,6), plot(Taul(:,2)),title('Par Inercia Q2 L"),grid
subplot(2,4,7),  plot(TauC(:,2))title('Par Coriolis Q2 L"),grid
subplot(2,4,8), plot(TauG(:,2)),title('Par Gravedad Q2 L"),grid
Y — []1:sin|;t}*t+pi.|’2 _______
] T TR T
e T it
-5 : ;
0 50 100

Figura 5. Definiciéon simbdlica de la posicion Q1.

— Q2:sin{5")+t+1

15

10

0 A0 100

Figura 6. Definicion simbdlica de la posicion Q2.
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Figura 7. Par Q1 obtenido del algoritmo de Lagrage
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Figura 9. Par Total Q1 obtenido por Lagrage
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Figura 10. Par Total Q2 obtenido por Lagrage
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Figura 11. Par Inercia Q1 obtenido por Lagrage
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Figura 12. Par Inercia Q2 obtenido por Lagrage
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Figura 13. Par Coriolis Q1 obtenido por Lagrage
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Figura 14. Par Coriolis Q2 obtenido por Lagrage

Par Gravedad Q1 L
3000

2000

1000

-1000

-2000

-3000 H H H H
0 20 40 60 a0 100

Figura 15. Par Gravedad Q1 obtenido por Lagrage
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Figura 16. Par Gravedad Q2 obtenido por Lagrage

6. CONCLUSIONES Y DISCUSION DE RESULTADOS

Algunas conclusiones son: 1) el problema analizado se enmarca en
el médulo de control cinematico. 2) Se implementa un proceso
metodoldgico de tres etapas; el cual se nutre con la matriz de
transformacion homogénea y proporciona aquellas trayectorias
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articulares que se ajustan a los requisitos de usuario. Se debe
cumplimentar, al menos, un criterio de disefio. 3) Se describe un
caso de estudio de un robot esférico RRP de tres grados de libertad
aplicando este proceso. 4) Se presenta una discusion de estos
resultados en base a dos enfoques: la obtencion de un lapso minimo
de tiempo para la ejecucion de la tarea del robot, teniendo en cuenta
una aceleracion admisible suministrada por el fabricante; b) el
conocimiento de las coordenadas de los puntos de paso del extremo
del manipulador en el espacio cartesiano, en base a los valores que
toma Ds(t) en el tiempo y respetando la trayectoria deseada por el
usuario. Con respecto al punto a) de la conclusién 4; otra manera
de proceder consiste en tomar la expresion general de la velocidad
articular para funcion cubica 4): ¢ (t)=3Dt>+2Ct+B y derivarla
respecto al tiempo para obtener la aceleracion articular

¢ (t) =6Dt+2C que es la expresion de una recta y cuyo

valor méximo se da en t = 0; es decir, §(0)=Gpax=2C .

Siendo C=—3(9g_90°)

final

y sustituyendo se tiene:

.. o~ 3(90°=90°) _ 6(90°—90°)
Gmax=2C=2—— =

2
tfinal tfinal

Como se debe cumplir que: Guax < Gapm Si Se toma la igualdad
en la expresion anterior, se estd adoptando el valor admisible de
aceleracion como valor de disefio. De esta forma, haciendo esta
sustitucion se obtiene el tiempo final minimo requerido para que el
manipulador realice su tarea.

.. _ 6(qfinal - qinicial) _ (qfinal - qinicial)
Qapm = - = tringlomin = |6
final qapm

Este es el valor minimo de tiempo a utilizar para la construccién de
los coeficientes de la funcién polindmica interpoladora; teniendo
en cuenta las restricciones de disefio especificadas por fabricacion,
y los requisitos del usuario.

Con respecto al punto b) de la conclusion 4; otra forma de proceder
en el marco de los criterios de disefio consiste en conocer las
coordenadas de los puntos de paso del extremo del manipulador en
el espacio cartesiano de trabajo, en base a los valores que toma
Ds(t) en el tiempo (de acuerdo a Ec. (15)) y respetando la
trayectoria deseada por el usuario. Se asume que esta trayectoria
deseada en el espacio de trabajo es una linea recta entre el punto
inicial y final (recta en el plano Zo — Yo como lo muestra la recta
punteada en la figura 17).
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Figura 17: Trayectoria cartesiana del extremo del manipulador que
pasa por los puntos Pi, PinT Y Pte donde la longitud del manipulador
varia en el tiempo segUn funcion polinémica de Ec. (15).

Esta recta pasa por el punto inicial del movimiento: Yo = 1; Zo =0
(t=0, Ds =+/2) y el punto final del mismo: Yo =2; Zo =0 (t = 5,
Dz =2). La ecuacion del extremo del manipulador en el espacio
cartesiano esta dada por: Zo=- Yo+ 2 paral <Yo<2 & 0<Zo<
1. En la figura 17 se observan las flechas de los vectores que
representan la posicion del extremo D3 del manipulador en ambos
puntos, y en un punto de paso para un instante intermedio entre 0 y
5 seg. Es interesante observar, que si el usuario desea conocer la
ubicacion (Yo, Zo) en el espacio de trabajo cuando el extremo
alcanza un cierto valor de Ds, lo que sucede en algln instante
intermedio entre 0 y 5 seg (punto Pint en la figura 17), se plantean
dos condiciones de borde; a saber: una que refleje la pertenencia
del extremo Pint a la recta en el espacio de trabajo, y la segunda
que vincula las coordenadas del extremo Yoy Zo con el modulo de
la variable articular Da.

Con lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

2=Zo+Yo
Ec. (18)

Da? =Zo2+Y 2

Una propuesta de trabajo probada en ordenador, consiste en
resolver en forma general este sistema para esta recta en el espacio
de trabajo. Se despeja Yo de la primera y se sustituye en la segunda,
llegando a la siguiente ecuacion cuadratica en

Yo: 2Y o2 -4Yo? +(4-D#?)=0 , cuya resolvente es:

4+ [8DZ-16
Yoi,2= ———
1,2 2

que tiene solucidn real para:

(8D% — 16) = 0, tomando valores positivos para la resolvente y
para D3, dado que es una distancia. En caso de que el usuario desee

1 Este es un sistema de una recta y una circunferencia de radio Dz y
centro Yo — Zo. Para cada Ds hay una circunferencia que pasa por el
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conocer las coordenadas Yoy Zo cuando el extremo alcanza el valor
D3 = 1,7m (esto ocurre para t = 2,5seg); resolviendo el sistema se
obtienen dos valores (1,66 y

0,33. Este ultimo es el valido, dado que se debe cumplir 0 < Zo <
1). Para Zo = 0,33m es Yo = 1,67m. De esta manera, para cada
instante t es posible obtener una terna de valores:

(t=0): (Ds =2, Yo =1, Zo = 1) (punto inicial)

(t=2,5): (D3=1,7, Yo =1,67, Zo = 0,33) (punto de paso
intermedio)

(t=5): (D3 =2, Yo =2, Zo=0) (punto final)

Se continla muestreando en ordenador para mas instantes,
obteniendo ternas (D3, Yo, Zo); usando:

Da(t)=-0,0094t3+0,0703t+1,4141 Ec. (17)

De esta forma, el usuario puede conocer la longitud del brazo del
manipulador para cada instante y, fundamentalmente, en el espacio
de trabajo para cada valor de Yo y Zo; siempre respetando la
trayectoria prefijada de: 2 = Zo + Yo.

Se realizd una simulacion resolucion del modelo dindmico inverso
de un robot mediante un algoritmo computacional. De dicho
proceso se puede constatar los efectos centrifugos y de Coriolis,
ademas de los efectos gravitatorios en un robot planar de 2GDL.
Por lo que el modelo matematico se corrobora con el algoritmo
computacional.

7. FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

Se esta trabajando en las siguientes lineas de investigacion: 1) una
propuesta metodoldgica que hace uso del modelo diferencial
(expresado por la matriz jacobiana de las velocidades y su inversa),
aplicando el método de segmentos lineales con transicion
parabdlica a las variables cartesianas [10]. Il) la simulacion de
ambas metodologias en un ordenador, para luego implementarla en
un prototipo real que ya se dispone en nuestra casa de estudios. I11)
planteo de distintas condiciones de contorno para mayor cantidad
de puntos de paso intermedios; haciendo uso de diferentes
heuristicas para la determinacion de las velocidades en dichos
puntos. 1) Una linea de estudio se basa en obtener la funcion lineal
Ds(t) que vincula los puntos inicial y final de la trayectoria del
extremo Ds. Si se obtiene esta recta para el caso de estudio, la
misma es:

Ds(t) = 0,1171t+1,4141. Luego, tomando la funcién de la Ec. (17):
Ds(t)=-0,0094t3+0,0703t>+1,4141, si se realiza la diferencia entre
ambas funciones se obtiene otra funcion cubica Daif, cuya

expresion es: Dt (t)=-0,0094t3+0,0703t2+0,1171t

Si se deriva esta expresion y se la anula, se obtienen los instantes y
los valores extremos correspondientes a esos instantes.
Obteniéndose los siguientes valores: para t1 = 1,05seg es Dqif1 = -
5¢cm (la funcién lineal estd por arriba de la cubica); y para t2 =
3,93seg es Ddirz = +5cm (la funcion lineal esta por debajo de la
clbica). En la figura 18 se puede observar que para los instantes t
=0,t=2,5yt=5; los valores son iguales para ambas funciones
clbica y lineal (1,4141, 1,7 y 2 respectivamente). Asimismo, para

punto de interseccion entre el extremo de ese D3 y la recta deseada en
el espacio de trabajo (2 = Zo + Yo).
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los instantes 1,05 y 3,93; se obtienen las maximas diferencias de
5cm (interesa el valor absoluto) entre ambas trayectorias articulares
(segmentos en rojo). La cual debe ser cotejada con un valor de
tolerancia.

D gir (M) T

1,7

1,4141

1,05 2,5 3,93 5 t (seg)

Figura 18: Funcion diferencia entre las trayectorias articulares
clbica y lineal con las diferencias maximas en rojo
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